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Resumen

En este reporte técnico, inicialmente se describe el método de factorizacién Cholesky para matrices
simétricas definidas positivas. Luego se dan algunas ideas de rendimiento secuencial para cédigo
no optimizado y se lo compara con el de la multiplicacién de matrices. Se dan dos alternativas de
paralelizacién en funcién de las dependencias de datos. Se puede considerar que estas alternativas
tienen conceptos generales utiles, pero son més orientadas a un curso universitario de procesamiento
paralelo que a cémputo paralelo de alto rendimiento (high performance parallel computing). Como
reporte técnico introductorio, solamente se describe el método de factorizacién Cholesky mas algunas
ideas de paralelismo, sin tener en cuenta las ideas méas importantes desarrolladas en el contexto de
rendimiento paralelo de alto rendimiento.

1. Introduccion

La factorizacién Cholesky, se aplica a una matriz A € IR™*" simétrica y definida positiva, y es tal
que:
A=LxL"

con
aix1 a2 a3 a4
21 G22 (23 A24
A= azr azz asz as4
Q41 Q42 Q43 Q44

y L triangular inferior, es decir,

lo1 2o 0 ..
L= 1 l32 I3z 0
lar lao luz laa

cada a;; se calcula como el producto escalar de la fila ¢ de L y la columna j de LT, es decir

n
A5 = Z lzk X l,%;
k=1
donde lij es el elemento kj de LT. Por la propia definicién de matriz traspuesta, lfj = ljk, y usando esto

en la definicién de aj,
n
aij =Y Lk X Lk
k=1
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Es decir que cada a;; se calcula con el producto escalar de la fila ¢ con la columna j de la matriz L. La
expresion en funcién de las matrices involucradas quedaria

a11 Q12 a3 Qa4 ... 111 0 che e aan l11 121 l31 l41
21 Q22 a23 0A24 ... 121 122 0 e e 0 122 132 l42
asy a3z azs aszg ... — 131 132 133 0 ce X “e 0 133 l43
aq1 Q42 QA43 Q44 ... l41 l42 l43 l44 ‘e cee eae 0 l44

Dado que A es simétrica, solamente los elementos de la parte triangular inferior (incluye la diagonal
principal) son significativos en cuanto a su célculo, por lo tanto,

n
aij =Y L xlp;  j<i
k=1

Es decir que cada a;; se calcula con el producto escalar entre la fila ¢ y la fila j de la matriz L, siendo
la fila j menor o igual que la fila ¢ (o la fila i mayor o igual que la fila j). Teniendo en cuenta que L es
triangular inferior, los elementos de la fila j sobre la diagonal principal son iguales a 0, es decir [, = 0
para k > j, por lo tanto el calculo de a;; sera

J
aij:Zlilejk; j<i
k=1

Ahora se puede tomar por separado el calculo de los elementos de la diagonal principal de A por un
lado, a;;, y los elementos bajo la diagonal principal de A, a;; con j < 4, por el otro. Més especificamente

i
ag; = E L X Li
k=1

;
aij =Y L xlp;  j<i
k=1
En el caso especifico de los elementos de la diagonal principal,
i i
aj; = Zlik X b = Zl?k
k=1 k=1
o, lo que es lo mismo,
i—1
2 2
Gii = Zlik + L
k=1

Por lo tanto, los elementos de la diagonal principal de L, l;;, son tales que

Se puede notar, ademés, que para calcular el elemento de la diagonal principal I;; son necesarios todos los
elementos de la misma fila a la que pertenece el elemento de la diagonal principal, es decir los elementos
de la i_ésima fila desde el 1 al 7 — 1.

Retomando el cédlculo de los elementos que estan por debajo de la diagonal principal de A, éstos se
calculan con

J
aij:Zlilejk; 7 <t
k=1

Es decir que son el resultado del producto escalar entre la fila ¢ y la fila j de L, con j < i. Expresado de
otra manera,
j—1
aij:Zlilejk—l—linljj; j <t
k=1



Y esto implica que los elementos de L debajo de la diagonal principal son tales que

-1
lij = (aij — lek X ljk> /lj]‘; ] <1
k=1

Se nota, ademas, que para calcular estos elementos de L debajo de la diagonal principal, ;; con j < 7, se
utilizan todos los elementos de la fila j (que es “previa” a la i, dado que @ < j), y los elementos de la fila
7 desde el 1 hasta el j — 1.

Siguiendo el patrén de dependencias de datos para los calculos de la matriz L, se puede ver por filas
de la siguiente manera:

1. 111 que pertenece a la diagonal principal de L y es lo inico que se puede calcular inicialmente, dado
que depende solamente de aq;.

2. 21, log en este orden, dado que teniendo /17 se puede calcular inmediatamente ls; y con lo; se puede
calcular I3, que pertenece a la diagonal principal de L.

3. A partir de la fila ¢ — 1 se pueden calcular los elementos /;;, con j = 1,...,i — 1 en este orden, es
decir desde el l;; avanzando en la fila, dado que para cada l;; son necesarios los elementos de la
misma fila ¢ desde la columna 1 hasta la columna j — 1 con los correspondientes elementos de la
fila j desde la columna 1 hasta la columna j — 1. Una vez calculados todos los elementos /;; con
j=1,...,i—1, es decir todos los elementos de la fila i excepto el de la diagonal principal, se puede
calcular, justamente, el elemento de la diagonal principal, es decir el elemento [;;.

2. Cantidad de Operaciones

Dado que ya se tiene definido el procesamiento para cada elemento de la matriz L resultado de la
factorizaciéon de Cholesky sobre una matriz A y la cantidad de elementos de L que surge de la cantidad de
elementos de A, se pueden definir los requerimientos de operaciones de punto flotante para la factorizacién
de Cholesky. A partir de una matriz A simétrica definida positiva de n x n elementos, la cantidad de
elementos de L que surge de la factorizacién de Cholesky sobre A es la cantidad de elementos de una matriz
triangular inferior. Esto significa que la primera fila tendra un elemento, la segunda dos, y asi siguiendo.
En general, la fila i-ésima tiene ¢ elementos, por lo tanto, la cantidad de elementos de L, |L|, sera

n

. n2—|—n
L=) i=— (1)
i=1

Por lo tanto, solamente quedaria definir la cantidad de operaciones para cada elemento y se podria calcular
la cantidad total de operaciones. Sin embargo, dado que la cantidad de operaciones para cada elemento
de L no es constante, conviene analizar la cantidad de operaciones por elemento primero y luego el total
de acuerdo a la cantidad total de elementos.

La cantidad de operaciones para calcular cada elemento de L es relativamente constante para los
elementos de una columna. Los elementos de la primera columna de L requieren una sola operacion, que
es la de divisién, dado que usando la definicién de la seccién anterior,

lin = a1/l 2<i<n

Los elementos de la segunda columna de L requieren, por su parte, tres operaciones, dado que

1
lip = <ai2 - Zlik X l2k> [ oo = (a2 — lin X l21)/ la2; 3<i1<n

k=1

Los elementos de la tercera columna de L requieren, por su parte, cinco operaciones, dado que

2
liz = <ai3 = g x lSk) [lss = (a3 — (ln X 31 + liz X I32))/ ls3;  4<i<n
k=1

En realidad, teniendo en cuenta la definicién de los elementos de L dada anteriormente,

j—1
lij = (aij - Zlik X ljk) / Lijs j<i
k=1

en general, para la columna j de L con j > 2 se requieren:



= j — 1 operaciones de multiplicacién.
= j — 2 operaciones de suma.

= 1 operacién de resta.

= 1 operacién de divisién.

Y esto implica que la cantidad de operaciones que se requieren para cualquier elemento de la columna j
con j > 2, coej, estd dada por

Coj=j—1+j—24+14+1=2j—1

Y dado que la columna j tiene n — j + 1 elementos, la cantidad total de operaciones que se requieren para
calcular la columna j, con j > 2, coj, esta dada por

coj=mn—j+1)(2j—1)=2nj—n—-22+j+2j—1=(2n+3)j — 25> —n—1, j>2

Dado que los elementos de la primera columna de L se calculan con una sola operacién y hay n elemen-
tos en la primera columna, la cantidad total de operaciones para los elementos de la primera columna
esta dada por

co1 =n

Por lo tanto, en total, la cantidad de operaciones para calcular L, coy, estd dada por

cop=n+Y n+3)j-277—n—-1=n+Y n+3)j—Y 2= n+1 (2)
Jj=2 j=2 j=2 j=2
Ahora bien,
D @n+3)j= (> 2n+3)j| —2n+3)=-2n-3+2n+3)> j
j=2 j=1 j=1
Y dado que

Se llega a que

n 2
SCn+3) = ~2n-3+@n+3)" "= an—34n 4t ondt on
j=2
. . s b, 1
Z(2n+3)] = n +§n ,in,?) (3)
j=2
Por otro lado,
Sop = (Your) 2m2iays
Jj=2 j=1 j=1
Y dado que
Y .
: 3 2 6
j=1
Se llega a que
- n® n? n
252 = 242 =4 —+4 =
; j + (3 + 3 +6)
- 2 1
2% = gntaniagn-2 (1)
= 3 3



Ademés se tiene que

n+)n—-2+1)=n*~-n+n-1

in—i—l
j=2

dnt1l = n’-1 (5)
j=2

Utilizando la Ec. (3), la Ec. (4) y la Ec. (5) en la Ec. (2) se tiene

5 1 2 1
3 2 3., .2 2
- ot _p_3- (=2 no2) -2 -1
cor, n+n +2n 5" 3 (3n +n +3n ) (n )
2 5 1 1
= n3—§n3+§n2—n2—n2+n—§n—§n—3+2—|—1
n® n? n
_ n 6
coy, 3 + 5 +6 (6)

2.1. Tiempo Secuencial con Optimizacién del Compilador

Dado que actualmente no se cuenta con una estimacién del tiempo de ejecucién de los experimentos
secuenciales, se puede hacer una a partir del rendimiento de la multiplicacién de matrices. Dado que el
cédigo actual de la factorizacién no esta optimizado ni se usa ninguna biblioteca optimizada, se puede
recurrir al rendimiento de la multiplicacién de matrices con cédigo fuente no optimizado y compilacién
optimizada (opcién de optimizacién bésica). La Tabla 1 muestra el rendimiento de una computadora en
particular para multiplicar distintos tamanos de matrices, y la estimacién de tiempo de ejecucién para la
factorizacién Cholesky de acuerdo con el rendimiento de la multiplicacién de matrices. Se debe notar que

n | Mflop/s (SGEMM) | t(Cholesky)
1000 134.16 2.49
2000 120.82 22.09
3000 47.67 188.89
4000 20.31 1050.92

Tabla 1: Rendimiento y Tiempo Estimado.

la gran diferencia en el rendimiento de una misma méaquina con distintos tamafnos de problema se debe
bésicamente a la utilizacion de un programa sin optimizar a nivel de cédigo fuente, es decir optimizado
solamente por el compilador. Cuando se utiliza cédigo totalmente optimizado el rendimiento es muy
superior y ademas casi independiente del tamano del problema. Recién para los tamanos de matrices de
7000 x 7000 elementos y 8000 x 8000 elementos el rendimiento se “estabiliza” en un valor, pero este valor
es muy bajo y se supone directamente relacionado con la velocidad de la memoria principal. No se pueden
llevar a cabo experimentos con matrices de mayor tama no dado que el requerimiento de almacenamiento
de los datos excede el tamano de la memoria principal.

Se ha implementado la factorizacion Cholesky sin optimizaciones especificas a nivel de cédigo fuente.
Con este programa secuencial se llevaron a cabo los experimentos en funcién de los cuales se estimara el
rendimiento secuencial para esta aplicacién. La Tabla compilacién optimizada (opcién de optimizacién
bésica). La Tabla 2 muestra el rendimiento de la factorizaciéon Cholesky con distintos tamafios de matrices.
Los resultados de rendimiento secuencial utilizando la factorizaciéon Cholesky tienen detalles significativa-

n | t(exp.) | Mflop/s(exp.)
1000 1.16 287.79
2000 8.31 321.14
3000 | 26.84 335.49
4000 | 61.76 345.55

Tabla 2: Experimentacién: Tiempo y Rendimiento.

mente diferentes con respecto a los estimados a partir de la multiplicaciéon de matrices. Uno de los detalles



mas importantes son los valores relativamente constantes para diferentes tamanos de matrices. Para la
multiplicacion de matrices, el rendimiento se reduce significativamente desde el tamano de matrices de
1000 x 1000 elementos a matrices de 4000 x 4000 elementos, mas de 1/6 (Tabla 1). En el caso de la
factorizaciéon Cholesky, el rendimiento no se reduce, sino que aumenta levemente, cerca de 20 % (Tabla
2). Una posible explicacién se puede dar en funcién de la diferencia entre los patrones de cémputo de
ambas operaciones. La multiplicacion de matrices siempre accede a dos vectores para producir un resul-
tado, y a medida que los tamanos son mayores, la posibilidad de reusar algiin dato en memoria cache
disminuye proporcionalmente. En el caso de la factorizacion Cholesky, los cdlculos necesarios para cada
columna, méas que dependientes del tamano de las matrices, son dependientes de la propia ubicaciéon de
las columnas. Los valores de la primera columna de la matriz resultado, por ejemplo, se calculan siempre
con una operacion, y siempre (re)utilizando el valor de l1;. Algo similar ocurre para la segunda colum-
na, pero ahora son dos operaciones, y siempre se (re)utilizan los valores de la segunda fila: lo; v lao.
Esto significa que la reutilizacién de datos durante la factorizacion Cholesky es mayor que durante la
multiplicacion de matrices y que a mayor dimensién de las matrices la reutilizaciéon también es mayor.
Por estas razones, se tiene mayor rendimiento para la factorizacion Cholesky que para la multiplicacién
de matrices. Adems4s, el rendimiento para la factorizacién Cholesky aumenta levemente para tamads de
matrices mayores, mientras que el rendimiento disminuye para la multiplicacién de matrices.

Sin embargo, en ambas operaciones se tienen valores de rendimiento muy inferiores a los posibles
en las computadoras utilizadas. Mas especificamente, con optimizacion cédigo fuente es posible llegar a
rendimiento superior a 2 Gflop/s, mientras que, en el mejor de los casos que se muestran en la Tabla 1 y
en la Tabla 2 se tiene 345 Mflop/s.

3. Dependencias de Datos en los Calculos

La Figura 1 muestra la dependencia en los cdlculos de la matriz L. En un primer paso, Paso 1, lo
unico que puede calcularse es el elemento l1; a partir de ay;. Una vez calculado l1; en el Paso 1, en el

Pasol Paso2 Paso 3 Paso 4 Paso 5 Paso 6 Paso7
N N N N N
- O [ [ 0N
~ O N ODON OO
(0 1 I i R g N
-~ O ] O e OO0

Figura 1: Dependencias de Calculos.

siguiente paso, Paso 2, se pueden calcular todos los elementos de la primera columna de L debajo de la
diagonal principal. Es decir que se pueden calcular los [;; con 2 < ¢ < n utilizando l1;. En el Paso 3,
una vez que se tiene el elemento ly; se puede calcular el segundo elemento de la diagonal principal de L:
l22, que depende solamente de lo1. En el Paso 4 y con los elementos de la fila 2 se pueden calcular todos
los elementos de la segunda columna debajo de la diagonal principal, es decir los ;5 con 3 < i < n. La
secuencia se puede continuar, es decir que se itera con el procesamiento:

1. Computar el elemento i-ésimo de la diagonal principal. Si i = n termina.

2. Computar con la fila i-ésima completa todos los elementos de la columna i-ésima debajo de la
diagonal principal, es decir los ly; con i +1 < k < n.

4. Paralelizaciéon por Bloques de Filas

Con la idea anterior de dependencias, se puede llegar a una paralelizacion relativamente sencilla, avan-
zando por filas de la matriz y considerando a los procesos interconectados en un arreglo unidimensional.
Distribuyendo la matriz a factorizar por filas, todos los procesadores tendran un conjunto de filas conse-
cutivas de la matriz original (y a factorizar) y tendran datos de todas las columnas de la matriz original



(v a factorizar). La Fig. 2 muestra un ejemplo con una matriz de 8 x 8 elementos distribuida entre
cuatro computadoras, P, ..., Py (dos filas por procesador) interconectadas en un arreglo unidimensional
de computadoras. Aunque la conectividad entre los procesadores puede ser bidireccional, para este caso
en particular los datos (filas de L) se comunican en una sola direccién, tal como lo indican las flechas.
El avance de los cédlculos en los tres primeros pasos de cémputo y comunicacién se muestra en Fig. 3.

O P,
00

EEE P,
DEDE
EEEEE
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EEEEEEER

Figura 2: Cuatro Computadoras en un Arreglo Unidimensional.

Inicialmente, en el Paso 1, solamente la computadora P; puede hacer un calculo, que es el de l1;. En el
Paso 2, P; puede enviar l1; a P, mientras calcula el resto de la primera columna y una vez que computa la
primera columna puede calcular l55. En el inicio del Paso 3, P; tiene para enviar la segunda fila y P> tiene
disponible la primera fila de L (I11), para ser reenviada al procesador siguiente y para calcular sus datos
de la primera columna de L. Por lo tanto, en este tercer paso se llevan a cabo: a) P envia la segunda
fila de L a P, b) P, reenvia la primera fila de L a P; mientras calcula los datos que tiene asignados de
la primera columna. La Fig. 4 muestra los pasos 4 a 6 de procesamiento en las cuatro computadoras. En
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Figura 3: Pasos 1, 2 y 3 de Procesamiento.

el inicio del Paso 4, la situacion en los procesadores es tal que:

= P ya no tiene ninguna tarea para realizar dado que ya ha calculado todos los datos de L que tiene
asignados y los ha enviado al procesador Ps.

= P, tiene toda la primera columna calculada y la segunda fila disponible para el cdlculo de la segunda
columna.

= P; tiene la primera fila disponible para el célculo de la primera columna.
Por lo tanto, en este Paso 4:

= P, reenvia la segunda fila al siguiente procesador, realiza los cédlculos de la segunda columna y
completa el cdlculo de la tercera fila (I33, en realidad).

= P; reenvia la primera fila al siguiente procesador y realiza el cdlculo de la primera columna.

En el Paso 5 P» comienza a enviar sus propias filas a los procesadores siguientes. De alguna manera,
el procesamiento ya estd “en régimen” y avanza tal como lo ha hecho hasta ahora. A medida que mas
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Figura 4: Pasos 4, 5 y 6 de Procesamiento.

pasos de computo y comunicaciéon se llevan a cabo, méas elementos de la matriz quedan definitivamente
computados. De alguna manera, el procesamiento es pipelined a lo largo del arreglo unidimensional de
maquinas por el que las filas de la matriz L se comunican entre procesadores vecinos.

La Fig. 5 muestra los tdltimos pasos de procesamiento en las cuatro computadoras. Lo que se muestra
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Figura 5: Ultimos Pasos de Procesamiento.

como “Paso 9” en realidad son varias etapas sucesivas de procesamiento:

= Mientras se reciben los datos de la Fila 6 se pueden utilizar los datos de la Fila 5 recibidos ante-
riormente y por lo tanto se calculan los datos de la columna 5. Estos calculos se muestran con el
relleno cruzado con diagonales en el Paso 9.

= Una vez recibidos los datos de la Fila 6 se pueden calcular los datos de la columna 6 y el elemento
de la diagonal principal de la Fila 7. Estos cdlculos se muestran con el relleno con lineas horizontales

en el Paso 9.

= Una vez calculados todos los datos de la Fila 7 se pueden calcular los datos de la columna 7 y el
elemento de la diagonal principal de la Fila 8. Estos calculos se muestran con el relleno con lineas

verticales en el Paso 9.

Se deberfa tener en cuenta este esquema de paralelizacién (mostrado en la Fig. 3 en la Fig. 4 y en
la Fig. 5) para definir el procesamiento a realizar en cada maquina siguiendo el modelo SPMD (Single
Program, Multiple Data). Inicialmente, la idea es que cada proceso en cada méquina siga una secuencia
de recibir-enviar-procesar tal como lo muestra la Fig. 6. Sobre el pseudocédigo de la Fig. 6 se debe avanzar
en varios sentidos para definir mejor el procesamiento. En principio, se debe establecer de manera precisa
qué fila se recibe, qué fila se envia y qué columna se computa en cada iteracion. También se debe tener
en cuenta que la primera computadora no recibird nunca una fila de una computadora o proceso anterior
y la dltima no enviara nunca una fila a una computadora o proceso siguiente, tal como se ve en la Fig. 2.
También es necesario avanzar en el nivel de detalle para diferenciar los casos en que las columnas se
computan con datos locales de los casos en que se deben esperar datos de la computadora anterior para
utilizarlos en los cédlculos locales. Mas especificamente, todos los datos de las filas locales se usan en los



for (todas las columnas a resolver)
{
Recibir fila del proceso anterior
Enviar fila al proceso siguiente
Computar columna correspondiente

3

Figura 6: Iteracién de Procesamiento en Cada Computadora.

célculos de las columnas que les corresponden (fila i - columna i) y parte de estas columnas son locales
(excepto en el caso de la ultima fila asignada a cada procesador). También es necesario definir exactamente
el significado de la condicién todas las columnas a resolver, que seguramente estd relacionada con
la particién/distribucién de los datos de la matriz. Asumiendo como hasta ahora que se distribuyen los
elementos de la matriz por bloques de filas, es claro que todas las computadoras tendran elementos de las
primeras columnas. Llamando loccols a la cantidad de columnas locales y numerando las computadoras
desde 0, se puede llegar al pseudocddigo del proceso que se ejecuta en la computadora Py de la Fig. 7.
También se muestra en la Fig. 7 que la computadora Py de alguna manera comienza su procesamiento
local de manera diferente que el resto de las computadoras.

/* E1 procesador O comienza de manera especial */
if (k == 0)
Computar el primer elemento de la diagonal (0, 0)

/* Columnas locales de las filas correspondientes */
for (i = 0; i < loccols; i++)
{
if (Fila i de un proceso anterior)
Recibir fila i del proceso anterior

if (Hay proceso siguiente)
Enviar fila i al proceso siguiente

Computar columna i con la fila i

if (fila i+1 es local)
Computar el elemento (i+1, i+1)

}

Figura 7: Cémputo y Comunicaciones en la computadora Pj.

Aumentar el nivel de detalle sobre el pseudocddigo de la Fig. 7 necesariamente implica avanzar también
sobre los detalles del particionamiento de los datos de la matriz, por ejemplo. De hecho, si la computadora
P, tiene asignadas las filas fy; a fry numeradas desde fi; hasta f—1, la computadora P, tendrd parte de
los datos de las primeras fiy columnas. Si se numeran las columnas desde 0 en adelante, la computadora
Py, tendra parte de los datos de las columnas 0 a fry — 1, es decir que tendra datos de las primeras fir
columnas. Por lo tanto, teniendo en cuenta estas definiciones de fy; y fiy usadas en el pseudocédigo como
variables f_ki y f_kf y considerando que numtasks es la cantidad total de computadoras, numeradas
desde 0 hasta numtasks-1, se pueden especificar mejor las condiciones que aparecen en el pseudocddigo
de la Fig. 7:

= (Fila i de un proceso anterior) = (i < f_ki)
= (Hay proceso siguiente) = (k < (numtasks-1))
» (fila i+1 es local) = (((i+1) >= f_ ki) && ((i+1) < f_kf))

Y ademads usando estas definiciones se puede especificar con mayor nivel de detalle el procesamiento
necesario para Enviar fila i al proceso siguiente como se muestra en la Fig. 8, dado que se puede
identificar ahora si la fila a enviar es local o ha sido recibida desde la computadora anterior. De la misma
manera, también se puede especificar con mayor nivel de detalle Computar columna i con la fila i
como se muestra en la Fig. 9, dado que ahora se tienen los datos/valores necesarios para especificar el



if (4 >= f_ki) && (i < f_kf))
Enviar fila i local;

else
Enviar fila i recibida;

Figura 8: Envio de la Fila i desde la Computadora P.

if (i < f_ki)
primf = O;

else
primf = i-f_ki;

for (f = primf; f < ((f_kf-f_ki)+1); f++)
calcular elemento (f, i)

Figura 9: Célculo de una columna en la Computadora Pg.

principio y el final de cada columna a partir de las variables £_ki y £_kf. En la Fig. 9 también se puede
notar que cuando se distribuyen los datos entre las distintas computadoras, en particular los bloques de
filas, cada computadora tendrd solamente los datos propios. La iteracién del final de la Fig. 9 siempre
comienza desde 0 si las columnas se procesan con datos recibidos desde la computadora anterior o desde
la fila que corresponde localmente a la fila global de la matriz en la factorizaciéon Cholesky.

Finalmente, la Fig. 10 muestra el pseudocédigo del proceso que se ejecuta en la computadora Py
con la incorporacion de los detalles previos. En la La Fig. 10 también se incluyen algunos comentarios,
para aclarar a qué corresponden algunas secuencias de operaciones. Se puede notar que solamente la
computadora Py comienza el procesamiento local de manera diferente del resto, dado que nunca recibe
(necesita) ningun dato de otras computadoras y luego, cada computadora, para cada fila/columna sigue
realizando de manera independiente de las demas la secuencia de pasos:

= Recibir fila del proceso anterior si debe hacerlo, de acuerdo a su identificacién y la iteracién (fi-
la/columna) que se estd resolviendo.

» Enviar fila al proceso siguiente, nuevamente dependiendo de su identificacién y de la iteracién que
se estd resolviendo.

= Computar columna correspondiente, con el agregado de que se incluye explicitamente también el
computo del elemento de la columna siguiente en la computadora correspondiente.

Es interesante notar que el procesamiento de la factorizacién Cholesky definido por el pseudocédigo de
la Fig. 10 tiene caracteristicas similares a la mayoria de los algoritmos paralelos definidos en el area de
algebra lineal:

= Programacién con pasaje de mensajes. Es el modelo de programacién que se supone més adecuado
(de mayor rendimiento, en realidad) en las arquitecturas paralelas de memoria distribuida.

= Procesamiento SPMD (Single Program, Multiple Data). Es el modelo de procesamiento més simple
de especificar, dado que se define un unico proceso que se ejecuta sobre todos los procesadores
de la arquitectura paralela disponible. Se asume que es el que mejor escala, dado que a priori los
procesos son asincrénicos y ademas no hay que definir nada nuevo o en funcién de la cantidad de
computadoras disponibles.

= Todas las comunicaciones son punto-a-punto. De hecho, se define y se utiliza la interconexion de las
computadoras en un arreglo unidimensional tal como el de la Fig. 2, donde cada computadora tiene
una o dos computadoras directamente conectadas, dependiendo de su ubicacién (identificacién) en
el arreglo.

4.1. Breve Anadlisis de Rendimiento de la Paralelizacion por Bloque de Filas

Si se analiza la paralelizacién por filas propuesta en la seccién anterior a partir de la Fig. 3, se
pueden identificar problemas de rendimiento casi inmediatamente. El més evidente es el que surge de
todas las factorizaciones “right-looking” que transforman algin tipo de matriz densa en una o mas
matrices triangulares tales como LU, QR y Cholesky. En todas estas factorizaciones, las distribuciones
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/* El procesador O comienza de manera especial */
if (k == 0)
Computar el primer elemento de la diagonal (0, 0)

/* Columnas locales de las filas correspondientes */
for (i = 0; i < loccols; i++)

{
if (4 < f_ki)
Recibir fila i del proceso anterior
/* Enviar fila i al proceso sgte. */
if (k < (numtasks-1))
if ((1 >= f_ ki) && (i < f_kf))
Enviar fila i local a k+1;
else
Enviar fila i recibida a k+1;
/* Calcular la columna i */
if (4 < f_ki)
primf = O;
else
primf = i-f_ki;
for (f = primf; f < ((f_kf-f_ki)+1); f++)
calcular elemento (f, i);
/* Calcular el elemento de la diagonal sgte. */
if (((i+1) >= £ ki) && ((i+1) < f_kf))
Computar el elemento (i+1, i+1);
}

Figura 10: Procesamiento en la computadora P.

por bloques de filas consecutivas producen inconvenientes claros de rendimiento: a medida que se avanza
en el procesamiento, las primeras computadoras dejan de tener trabajo para realizar, comienzan a estar
cada vez mas ociosas y el desbalance de carga es immediato. En el caso de la factorizacién Cholesky, se
agrega que, de hecho, las primeras computadoras tienen menor cantidad de datos para procesar que las
ultimas si la cantidad de filas por bloque es constante: fi; — fri = ¢, 0 < k < numtasks — 1.

5. Paralelizacion por Filas con Distribucion Ciclica

La forma mas usual de resolver el problema de desbalance de carga de las factorizaciones right-looking
es la distribucion ciclica de los datos. La idea béasica es que todas las computadoras tengan datos de la
matriz a procesar en la mayoria de las iteraciones. En el caso especifico de la factorizacién Cholesky
esto se logra de manera sencilla si todas las computadoras tienen filas que pertencen a distintos sectores
de la matriz original, desde las primeras filas hasta las dltimas. Y esto es justamente lo que se logra
con la distribucién ciclica de las filas entre las computadoras, que establece que la fila i de la matriz
estara asignada a la computadora P, si

k =i méd numtasks 0<i<n-—1 (7)

donde se asume que las n filas se numeran desde 0 hasta n — 1 y las numtasks computadoras se numeran
desde 0 hasta numtasks — 1. La Fig. 11 muestra esta distribucién para una matriz de 8 x 8 elementos a
distribuir entre cuatro computadoras. Siguiendo el ejemplo de la Fig. 11, y comparandolo con el algoritmo
de la seccién anterior, la computadora Py tendré elementos de las filas 0 y 4 y por lo tanto tendra elementos
a procesar hasta la iteracién 4 inclusive. Dado que todas las computadoras tendran elementos de filas
no consecutivas, la computadora P recibira filas de todas las demds computadoras, no solamente de las
anteriores. Esto hace que la interconexién entre las computadoras en anillo, tal como lo muestra la Fig.
12, sea méas apropiada que la de un arreglo unidimensional simple. La idea ahora es seguir haciendo la
factorizacién Cholesky de manera distribuida, pero con los datos asignados a las computadoras de manera
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Figura 11: Distribucién Ciclica de una Matriz.
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Figura 12: Cuatro Computadoras en un Anillo.

diferente a lo que se comentd previamente. La Fig. 13 muestra los primeros pasos de procesamiento en
las cuatro computadoras con la distribucién ciclica de filas. Inicialmente (Paso 1), s6lo la computadora
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Figura 13: Primeros Tres Pasos de Procesamiento con Distribucion Ciclica.

Py puede hacer un calculo, que es el de lpg. Una vez que esta calculado lgg, en el Paso 2 se envia este
elemento a las demés computadoras via P; mientras en Py se calculan los elementos de la columna O.
En el Paso 3, la computadora P; envia el elemento de la fila 0 a la computadora siguiente, calcula los
elementos de la primera columna y luego calcula el elemento l11, con el que se completan los elementos
de la segunda fila, la Fila 1.

La Fig. 14 muestra el Paso 4, Paso 5 y Paso 6 de procesamiento en las cuatro computadoras con la
distribucién ciclica de filas. La situacion en el inicio del Paso 4 es tal que:

= Todos los elementos de la Fila 1 estan calculados en la computadora P y listos para ser enviados
a la computadora Ps.

= En la computadora P» se tienen los datos de la Fila 0, y pueden ser utilizados localmente mientras
son enviados a la computadora Ps.

Por lo tanto, en el Paso 4 se lleva a cabo el computo de los elementos de la Columna 1 en P; mientras se
envian los datos de la Fila 1 desde P; a Py, y se lleva a cabo el computo de los elementos de la columna
0 en P, mientras se envian los datos de la Fila 0 desde P, a P5. Tal como se muestra en la Fig. 14 en el
Paso 5 de procesamiento todo lo que se puede hacer es:

= En P, se envia la Fila 1 a P; mientras se calculan los datos de la Columna 1 y luego se puede
completar el cdlculo del elemento de la diagonal principal de la Fila 2.

12
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Figura 14: Paso 4, Paso 5 y Paso 6 de Procesamiento con Distribudién Ciclica.

= En P, se recibe la Fila 1 mientras se calculan los datos de la Columna 0. Se debe notar que no se
envia ningin dato desde P; a Py dado que la tnica fila disponible (totalmente calculada) en P3 es
la Fila 0 y esa fila es local a Py, por lo tanto no tiene sentido enviarsela.

En el Paso 6 de procesamiento, la computadora P, envia la Fila 2 mientras computa los datos locales de
la Columna 2. También en este Paso 6, la Fila 1 se envia desde Ps3 a Py (que la utilizard para calcular
sus datos en la Columna 1), mientras computa los datos locales de la Columna 1.

La Fig. 15 muestra el Paso 7, Paso 8 y Paso 9 de procesamiento en las cuatro computadoras con la
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Figura 15: Paso 7, Paso 8 y Paso 9 de Procesamiento con Distribucién Ciclica.

distribucién ciclica de filas. La situacion en el inicio del Paso 7 es tal que:

= Los elementos de la Fila 1 estan disponibles en P, para ser utilizados en el calculo de los elementos
locales de la Columna 1.

= Todos los elementos de la Fila 2 estan estan disponibles en Ps para ser utilizados en el calculo de
los elementos locales de la Columna 2.

Por lo tanto, en el Paso 7 se lleva a cabo el cémputo de los elementos de la columna 1 en Py, se lleva a
cabo el computo de los elementos de la columna 2 en P3 mientras se envian los datos de la Fila 2 desde
P;3 a Py. Una vez calculados los elementos de la Columna 2 en P3 se puede calcular el elemento de la
diagonal principal I35 en P53 con lo que se completa el calculo de la Fila 3 en Ps.

Tal como se muestra en la Fig. 15 en el Paso 8 de procesamiento todo lo que se puede hacer es:

= En Fj se envia la Fila 2 a P, mientras se calculan los datos locales de la Columna 2 y se reciben
los datos de la Fila 3 desde Ps.

» En P; se recibe la Fila 2.
= En P5 se envian los datos de la Fila 3 a Py mientras se calculan los datos locales de la Columna 3.

En el Paso 9 de procesamiento, la computadora Py envia la Fila 3 a P, mientras computa los datos locales
de la Columna 3 y luego puede calcular el elemento de la diagonal principal l44. También en este Paso 9,
P recibe los datos de la Fila 3 mientras computa los elementos locales de la Columna 2.
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La Fig. 16 muestra los tltimos pasos de procesamiento de la factorizaciéon Cholesky correspondientes a
la distribucion ciclica de las filas de una matriz de 8 x 8 elementos en cuatro computadoras. Es interesante
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Figura 16: Ultimos Pasos de Procesamiento con Distribucién Ciclica.

notar que si bien es cierto que se tiende a mantener el balance de carga por la distribucién ciclica,
también es cierto que las tltimas iteraciones de la factorizacién ya no se pueden llevar a cabo en una
unica computadora. Por un lado, el beneficio de mantener al mdximo (en realidad, hasta las ultimas
iteraciones) el balance de carga es evidente, pero por otro, las tltimas iteraciones requieren comunicacién
de datos, algo que no se tiene cuando los datos se reparten por bloques de filas (Fig. 5, Paso 9).

Con la distribucion ciclica de filas, el pseudocédigo de la Fig. 7 se mantiene en lineas generales, pero
algunos de los detalles de implementacién se deben cambiar de acuerdo con la nueva forma de distribucién
de los datos entre las computadoras. En lo referente a las condiciones del pseudocédigo de la Fig. 7:

= (Fila i de un proceso anterior), ahora serd (Fila i de otro proceso) que implica usar
casi directamente la Eq. (7): (Fila i de otro proceso) = (k != (i % numtasks))

= (Hay proceso siguiente), ahora serd (Fila i a proceso siguiente), y nuevamente usando la
Eq. (7): (Fila i a proceso siguiente) = (((k+1) mod numtasks) !'= (i mod numtasks)).

» (fila i+1 es local) = ( ((i+1) < n) && (k == ((i+1) mod numtasks)) ).

También se deben adecuar las especificaciones de Enviar fila i al proceso siguiente para tener en
cuenta la distribucién ciclica y la definicién de Computar columna i con la fila i. En ambos casos
se debe volver a utilizar la Ec. (7) dado que es la que define la asignacién de filas a computadoras.
La Fig. 17 muestra la especificacion de Enviar fila i al proceso siguiente. De manera andloga, el

if (k == (i mod numtasks))
Enviar fila i local;
else
Enviar fila i recibida;

Figura 17: Envio de la Fila i desde la Computadora Py con Distribucién Ciclica.

pseudocédigo de la Fig. 18 muestra la definicién de Computar columna i con la fila i donde se utiliza
la variable locrows que proporciona la cantidad de filas locales en la computadora P. Esta cantidad es
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primf = i / numtasks;
for (f = primf; f < locrows; f++)
calcular elemento (f, i)

Figura 18: Calculo de una columna en la Computadora Pj con Distribuciéon Ciclica.

relativamente sencilla de obtener: serd locrows = n/numtasks si k > n méd numtasks (se da para todo
k cuando n, la cantidad de filas y columnas de la matriz a factorizar, es miltiplo de numtasks, como en el
ejemplo de la Fig. 11) o locrows = n/numtasks+1 en caso contrario, es decir si k < n méd numtasks (se
da para las primeras n méd numtasks computadoras cuando cuando n, la cantidad de filas y columnas de
la matriz a factorizar, no es multiplo de numtasks). Es este ultimo caso, las primeras n méd numtasks
computadoras tienen una fila mas que el resto de las computadoras.

Finalmente, la Fig. 19 muestra el pseudocédigo del proceso que se ejecuta en la computadora Py con la
incorporacién de los detalles previos, definidos en funcién de la distribucién ciclica de las filas de la matriz

/* Calculo de filas locales */

locrows = n / numtasks;

if ( k < (n % numtasks) )
locrows = locrows + 1;

/* El procesador O comienza de manera especial */
if (k == 0)
Computar el primer elemento de la diagonal (0, 0)

/* Todas las comp. tienen elementos de todas las cols. */
for (i = 0; i < nj; i++)
{
if (k !'= (i % numtasks))
Recibir fila i del proceso (k-1) mod numtasks;

/* Enviar fila i al proceso sgte. */
if ( ((k+1) mod numtasks) '= (i mod numtasks) )
if (k == (i mod numtasks))
Enviar fila i local a (k+1) mod numtasks;
else
Enviar fila i recibida a (k+1) mod numtasks;

/* Calcular la columna i */

primf = i / numtasks;

for (f = primf; f < locrows; f++)
calcular elemento (f, i)

/* Calcular el elemento de la diagonal sgte. */
if ( ((i+1) < n) && (k == ((i+1) mod numtasks)) )
Computar el elemento (i+1, i+1);

}

Figura 19: Procesamiento en la computadora Py con Distribucién Ciclica.

a factorizar. En la La Fig. 19 también se incluyen algunos comentarios, para aclarar a qué corresponden
algunas secuencias de operaciones. Y también en este caso, el procesamiento de la factorizacién Cholesky
definido por el pseudocédigo de la Fig. 19 tiene caracteristicas similares a la mayoria de los algoritmos
paralelos definidos en el drea de dlgebra lineal, tal como se explicé previamente:

= Programacion con pasaje de mensajes.
= Procesamiento SPMD (Single Program, Multiple Data).

= Todas las comunicaciones son punto-a-punto.
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Comparando el pseudocddigo del procesamiento con la distribuciéon con bloques de filas consecutivas de
la Fig. 10 con el del procesamiento con la distribucién ciclica de filas de la Fig. 19 la diferencia més
importante estd, justamente, en la iteracién principal. Cuando la matriz se distribuye por bloques de filas
consecutivas, cada proceso tiene datos de un subconjunto de columnas, mas especificamente, las primeras
fry columnas (segun la notacién/terminologia de la seccién 4). Cuando la matriz se distribuye ciclicamente
por filas, todas las numtasks computadoras tienen datos de todas las columnas excepto, a lo sumo, las
ultimas numtasks filas, es decir que todas las computadoras tendran datos para procesar en todas las
iteraciones de la factorizaciéon Cholesky por la propia distribucién de los datos. Esto necesariamente
implica que las primeras computadoras en el caso de la distribucién por bloques de filas consecutivas
tienen mucha menos carga de procesamiento que en el caso de distribuir las filas de manera ciclica, en
cuyo caso todas las computadoras tienen que procesar datos de casi todas las columnas. Otra de las
diferencias que se ha puntualizado previamente es la de la necesidad de comunicaciones para resolver
todas las filas en todas las computadoras. En el caso de los bloques de filas consecutivas, una vez que se
comienzan a procesar los datos con filas locales, no se tiene necesidad de recibir datos de ninguna otra
computadora. En el caso de la distribucién ciclica de filas, para concluir el procesamiento de una fila en
particular en una computadora, se necesita, por ejemplo, la fila inmediatamente anterior que justamente
esta en la computadora inmediatamente anterior de acuerdo con la numeracién determinada para una
cantidad de numtasks computadoras: Py, ..., Prumtasks—1-

6. Experimentacién

Se realizaron experimentos con los algoritmos paralelos que se describen en la seccién anterior, con el
objetivo de evaluar su rendimiento. Los experimentos se llevaron a cabo en un cluster de PCs homogéneo,
las computadoras son tal como la que se utilizé para evaluar el rendimiento secuencial en una de las
secciones anteriores. Todas las computadoras estdn interconectadas con una red Ethernet de 100 Mb/s
con un dnico switch Ethernet (es decir que se tiene switching completo). El rendimiento se evaliia en
funcién del speedup obtenido, que es una métrica muy conocida y util en el contexto de los clusters
homogéneos.

La Fig. 20 muestra los resultados preliminares de rendimiento al utilizar el algoritmo con distribucién
por bloques de filas. Los tamafios de matrices utilizados varian entre 1000 x 1000 elementos y 4000 x 4000
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Figura 20: Resultados: Bloques de Filas.

elementos para tener un rango relativamente amplio de valores. La cantidad de computadoras utilizadas
varia entre 1 y 4. No se realizaron experimentos con mas computadoras porque con estas cantidades queda
claro que el rendimiento obtenido es muy bajo, mucho menor que los valores de rendimiento maximo.
Ademas, tienden a disminuir cuando la cantidad de computadoras es mayor. Al analizar el perfil de
tiempos de ejecucion, se nota rapidamente lo que se puntualiza antes respecto al desbalance de carga: las
computadoras con los primeros bloques de filas terminan su tarea de procesamiento mucho antes que las
computadoras con los tultimos bloques de filas.
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La Fig. 21 muestra los resultados obtenidos con el algoritmo con distribucion ciclica de filas. Si bien los
tamanos de matrices se mantienen entre 1000 x 1000 elementos y 4000 x 4000 elementos, las cantidades
de computadoras utilizadas varfan entre 1 y 14. Si bien en todos los casos se tienen valores de speedup
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Figura 21: Resultados: Filas Ciclicas.

que no son cercanos a los 6ptimos, se tienen algunas caracteristicas de rendimiento ventajosas respecto
del algoritmo anterior. Con la excepcién de las matrices con menor cantidad de elementos, 1000 x 1000,
en todos los casos se tiene mejor rendimiento cuando se agregan computadoras, es decir que el speedup
es creciente cuando la cantidad de computadoras es mayor. También se da otra caracteristica usual en el
contexto de algebra lineal en paralelo: la capacidad de cémputo disponible se aprovecha mejor cuando la
cantidad de datos a procesar es mayor. Es por esta razén que el rendimiento obtenido con las matrices
de 4000 x 4000 elementos es el mayor de todos.

7. Conclusiones y Trabajo Futuro

En este reporte técnico se han presentado algunas ideas interesantes sobre la paralelizacion de la
factorizacién de matrices Cholesky. Aunque no se han aplicado las ideas y resultados méds importantes de
computo paralelo de alto rendimiento se puede comprobar la dependencia del rendimiento con respecto
a la distribucién de datos del algoritmo paralelo. El impacto de las factorizaciones right-looking (entre
las que se puede incluir la factorizacién Cholesky), sobre el balance de carga en cémputo paralelo es
fundamental, aiin cuando los valores de referencia de capacidad de computo sean mucho menores a los
reales.

El paso inmediato siguiente incluye la aplicacién de los principios de cémputo de alto rendimiento a la
factorizacién de matrices. También se debe adaptar el algoritmo paralelo, ahora incluyendo en la medida
de lo posible las optimizaciones propias para la arquitectura paralela de un cluster homogéneo.
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