Capitulo 2: Multiplicacion d e Matrices

Casi desde € principio de la aplicaddn del procesamiento paralelo a los problemas numéricos se
han estudiado, disefiado, implementado y experimentado distintas formas de paraéelizar la
multi plicadén de matrices.

Desde el purto de vista del problema mismo, es muy Util tener una optimizadén de esta operadén
matricial, ya que siempre es pasible encontrarla en las distintas apli cadones que se deben resolver
en el ambito numeérico, y por lo tanto, tener optimizada esta operad6n implicaoptimizar una parte
de muchas aplicadones en las cuales sanecesario multi pli car matrices.

Desde un purto de vista més cercano alainvestigad én, este problema tiene muchas caraderisticas
que lo hacen adeauado para su estudio extensivo e intensivo. Las dos més importantes son su
simplicidad y la posibilidad de extender sus resultados a otras operadones smil ares.

En este capitulo se incluirdn algunacs aspedos considerados importantes de esta operadon para su
paralelizadon, asi como las caraderisticas sobresali entes de los algoritmos de paralelizadon ya
desarroll ados.
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2.1 Definicion d e la Multiplicacion d e Matrices

La definicion de la operad6n de multi plicadon de matrices es muy sencill a, o que también
simplificasu comprension. Dada una matriz A™" de mfilasy r columnas, donck cada uno
de sus elementos se denataa; con1<i<m,y1<j<r;yunamatrizB™ der filasyn
columnas, donce calauno e sus elementos ® denctab; con 1<i<r,y1l<j<n;lamatriz
C resultante de la operadén de multi plicadén de las matrices Ay B, C= A x B, esta que
cadaunode sus elementos que sedenatacomo c; conl<i<m,y1<j<n,ysecdculade
la siguiente manera

G :kz=:1 ay X by (2.1

Como la mayoria de las operadones béasicas de algebra lined, la cantidad de operadones
entre escdares, (0 “flops” en [59], como contracddon de “floating point operations’)
necesaria para el cdculo de la matriz resultante es conccida (cdculable) de manera exada.
Ta como hasido d=finida previamente la multi plicaddn, son recesarias exadamente

cant_op= mxn x(2r-1) (2.2)

operadones (multiplicadones y sumas entre escdares). Por razones de simplicidad,
normamente se hacetodo el andlisis en funcion de matrices cuadradas de orden n y de esta
manera se llega aque la cantidad de operadones basicas entre escdares es exadamente

cant_op= 2n*n? (2.3

Esta cantidad de operadones es la que usuamente se denomina como complgjidad de la
multi plicadon de matrices, y es la que determina € tiempo de g eaucidn necesario para ser
resuelto por una computadora. En este contexto, también lo usua es encontrar que la
multi plicad6n de matrices es O(n®) (“de orden n*'), enfatizando que & término dominante
en la Ecuadon (2.3) es de grado cubico y degjando de lado las constantes de multiplicagon
y todos los términos de menor grado.

Es muy importante hace notar que esta cantidad de operadones es independiente del
algoritmo y/o la computadora que se utili cen para resolver € problema. En este sentido,
también es importante (aunge no necesariamente “esencial” en este caso) diferenciar esta
cantidad de operadones de, par gemplo, la cantidad de operadones redizadas durante la
geaucion de un programa sealencial basado namamente en la asignadén

Cj = Cj + ai X by
gue implicalageaucion de 2n® operadones aritméticas entre escdares. Este es un giemplo
inmediato de que los programas no recesariamente resuelven los problemas con la cantidad
minima de operadones. Como se adaré antes, este giemplo no presenta demasiados
problemas en cuanto a tiempo de geaucidn total, pero si es Util para mostrar que la
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cantidad de operadones resueltas por una computadora Nno necesariamente es la minima.
Siempre se deberia tener en cuenta este hecho a la hora de evaluar € rendimiento de las
computadoras paralaresolucion de un problema en particular.

En e caso de las computadoras paralelas se debe ser més cuidadoso aln, dado que muchas
veces conviene replica computo (y por lo tanto aumentar la cantidad de operadones
efedivamente resueltas por los procesadores) para evitar comunicadon o sincronizadén
gue llevaria mas tiempo de geaucion que € computo que se replica En todod andlisis de
rendimiento aredizarse en la experimentad én, se utili zar4 la cantidad de operadones de la
Ecuadon (2.3) como valor de referencia para evitar a méximo conclusiones equivocadas
por la cantidad de operadones que se geautan en el/l os procesadores.

2.2 Operaciones de Algebra Lineal

Cas desde €l comienzo mismo de la utilizad6n de computadoras se ha buscado que €
software desarrollado tenga la mayor cdidad en términos de indices considerados claves,
tales como: rendimiento, reusabili dad y portabili dad. En este sentido, €l areaencargada de
resolver problemas numéricos en general y los problemas de agebra lined en particular no
han sido ura excepcion.

En & contexto de las operadones de dgebra lined, desde hace mucho tiempo se han
definido, propuesto y desarrollado varias biblioteca destinadas a estableamiento de un
conjunto lo més reducido y también lo més general paosible de rutinas u operadones basicas
gue se utili cen en la mayoria (sino en todas) las aplicadones de dgebralined. Uno de los
primeros gjemplos es EISPACK [46], basado en un conjunto de rutinas enumeradas en

[145.

La bibliotecaque se ha convertido en € estéandar de fado en e areade agebra lined es
LAPACK (Linea Algebra PACKage), desarrollada afinales de la décala de 1980[36] [7]
[8]. Ademés de haber aprovechado la experiencia de bibli otecas anteriores como EISPACK
y LINPACK, junto con LAPACK (0 a menas como una evolucion l6gicareladonada con
esta bibliotecg se agregan a menaos dos conceptos fundamentales en cuanto a claridad de
la espedficaddn misma de la bibli otecay también en cuanto ala paosibili dad de la méxima
optimizadénlocd (de amerdoala aquitedura de amputo). Estos dos conceptos n:

Operadones bésicas en niveles.

Algoritmos de bloque.

En redidad ambaos conceptos estdn muy reladonadaos, pero la division de las operadones
bésicas por niveles se hacedesde e purto de vista mismo de LAPACK como bibliotecade
resolucién de problemas de dgebra lined. Por otro lado, los agoritmos de blogue son una
consealencia de reonocer que la arquitedura de la mayoria de las computadoras
(independientemente de que seaparalela o no) tienen una estructura de memoria jerérquica,
donce los niveles més cercanos a procesador mismo (niveles 1y 2 de cade) deberian ser
explotados al maximo para obtener lamaxima cgaddad de procesamiento.
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2.2.1 BLAS: Basic Linear Algebra Subprograms y Rendimiento

A partir de las subrutinas incluidas y definidas en LAPACK, un conjunto de subprogramas
ha sido reamnacido como basico y de hedho a estas subrutinas se las ha denominado Basic
Linea Algebra Subprograms (BLAS) [80] [81] [43]. BLAS normalmente se divide en tres
clases (concacidas como niveles), en funcidn de la cantidad datos sobre |0os que operan 'y en
funcién de la cantidad de operadones que requiere cada una de el as. Se tienen tres niveles
de BLAS[49]:

Nivel 1 (o L1 BLAS): para subrutinas que operan entre vedores, tal comoy = ax +y

Nivel 2 (0 L2 BLAS): para subrutinas que redi zan operadones con matrices y vedores,

tal comoy = aAx + By

Nivel 3 (0 L3 BLAS): para subrutinas que operan con matrices, tal como C = aAB + 3C

donce A, B, y C representan matrices, X e y representan vedores y a y 3 representan
escaares.

Mas ala de la utilidad de esta clasificadon para la caraderizadén e identificadén de las

operadones, se establed6 teniendoen cuenta que:

- Lacantidad de datos sobre los que operan las subrutinas de nivel 1 es de O(n), donce n
representa la longitud de un vedor, y la cantidad de operadones bésicas entre escdares
también es de O(n).

La cantidad de datos sobre los que operan las subrutinas de nivel 2 es de O(n?), donce n
representa el orden de matrices cuadradas (cantidad de filas y columnas), y la cantidad
de operadones basicas entre escdares también es de O(n?).

La cantidad de datos sobre los que operan las subrutinas de nivel 3 es de O(n?), donce n
representa el orden de matrices cuadradas (cantidad de filas y columnas), y la cantidad
de operadones bésicas entre escdares es de O(n°).

Esto implica que, por un lado, las subrutinas incluidas en BLAS de nivel 3 son las que
tienen mayor requerimiento en cuanto a capaddad de procesamiento. De hedo, la
diferencia con BLAS de nivel 2 es tan grande, O(n®) vs. O(n?), que la mayoria de las veces
(sinotodas), optimizandoBLAS de nivel 3 setiene toda la optimizad6n necesaria. Por otro
lado, es claro que en cuanto alaoptimizadon de las subrutinas, las de BLAS de nivel 3 son
las més apropiadas, dado que tienen mayores requerimientos de computo que los otros dos
niveles. Normalmente se considera que [46]
« Las subrutinas de L1 BLAS no pueden lograr alto rendimiento en la mayoria de las
supercomputadoras. Aun asi, son (il es en términaos de portabili dad.
Las subrutinas de L2 BLAS son espedamente apropiadas para algunas computadoras
vedoriales (en términos de rendimiento) aunge no en todas, dado e movimiento de
datos que imporen entre los distintos niveles de la jerarquia de memoria.
Las subrutinas de L3 BLAS son las més apropiadas para lograr e méximo rendimiento
en las supercomputadoras aduales, donck la jerarquia de memoria juega un rol muy
importante en e rendimiento de todo e acceso a los datos que se procesan en lals
CPU/s.

De hecho, aunque LAPACK esté implementado (o pueda ser implementado diredamente)
en términos de L1 BLAS [46], adualmente se reamnace que esta disefiado para explotar a
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méximo L3 BLAS [LAPACK] porque aduamente estas subrutinas son casi las Unicas con
las que se puede lograr un ato rendmiento (cercano al méximo rendimiento de cada
procesador utili zado), en las supercomputadoras. Por |o tanto, no cabe ninguna duda que en
términos de rendimiento es esencial porer espedal atencidn en las subrutinas definidas
como BLAS nivel 3.

¢Qué es lo que haceque las subrutinas de BLAS nivel 3 sean espedamente apropiadas
para su optimizadon? La respuesta tiene que ver con la forma en que se implementan los
algoritmos, que se han denominado agoritmos de bloques [42] [5] [85] [104] [20] [144].
Estos algoritmos optimizan los accesos a memoria dado que maximizan la cantidad de
operadones que se llevan a cabo por cada dato que se referencia. En general, organizan el
computo de manera tal que un bloque de datos es accelido y por lo tanto se asigna
implicitamente en memoria cade/s, canbiando lo que sea necesario (orden de las
iteradones, niveles de “loop unroll”, etc.) para que todas (o la mayoria) de las operadones
en las que interviene ese bloque de datos se geaute inmediatamente y por 1o tanto se
aprovedhe al maximo. De esta manera, se lograreducir € tiempo efedivo a memoria dado
gue de hedho se aumenta a maximo el “cache hit” o la cantidad de veces que un dato al
gue se hacereferencia desde d procesador se encuentrainmediatamente en memoria cate.

Los algoritmos de bloque se pueden adaptar a cada arquitedura (o, méas espedficamente, a
cada jerarquia de niveles de cadhe/memoria) y por esta razon se suele utili zar €l término
transportable en vez de portable. Se tiende a que las rutinas con mayores posibili dades de
optimizadén o con mayor potencia para obtener e méximo rendimiento posible se
“adapten” a la arquitedura subyaceite [46]. La mayoria de las empresas que disefian y
comercidizan procesadores también proveen todas las subrutinas definidas como BLAS (y
ain otras similares) de manera tal que aprovechen ad méaximo la cgpaddad de
procesamiento [CXML] [SML] [SCSL1] [SCSL2]. Se suele indicar que estas subrutinas
son optimizadas para los procesadores alin a nivel del lenguaje del procesador (assembly
language) y por lo tanto e esfuerzo y el costo puesto en su implementaddn es también un
indicador de laimportanciade estas subrutinas.

2.2.2 L3 BLAS y Multiplicacién de Matrices

La espedficaddn de L3 BLAS es hecha origindmente para el lengugje FORTRAN v las
las subrutinas definidas/incluidas son[42] [BLAS):

a. Productos de matrices “generales’ (subrutinas con nanbres que terminan con GEMM):
C « a op(A) op(B) + BC
donck op(X) puede ser X, XT o X"

b. Productos de matrices donce una de ellas es red o complegja simétrica 0 complgja
hermitica(subrutinas con nanbres que terminan con SY MM o HEMM):

C-aAB+BC 0 C . aBA+pC

21



Capitulo 2 Multiplicadén de Matrices Computo Paralelo en Redes | ocdes de Computadoras

donce A es simétricapara SYMM o hermiticapara HEMM y estd aizquierda o derecha
de lamulti plicaddn dependiendo de un parametro (SIDE) de la subrutina.

c. Productos de matrices donce una de ellas triangular (subrutinas con nombres que
terminan con TRMM):

B - aopA)B 0 B — a Bop(A)

donce A es una matriz triangular, esta a izquierda o derecha de la multiplicadén
dependiendo ¢t un pardmetro (SIDE) de la subruting, y op(A) puede ser A, AT o A",

d. Actudizadones de rango k (rank-k update) de una matriz simétrica (subrutinas con
nombres que terminan con SY RK):

C~0AAT+BC o C - oATA+fC

donck C es simétricay A esta a derecha o a izquierda de la multiplicadgén por AT
dependiendo e un pardmetro de la subrutina (TRANS).

e. Actualizadones de rango k (rank-k update) de una matriz hermitica (subrutinas con
nombres que terminan con HERK):

C<aAA"+BC o C—aA"'A+pC

donce C es hermiticay A esta a derecha 0 a izquierda de la multiplicadén por A"
dependiendo e un parametro de la subrutina (TRANS).

f. Actualizadones de rango 2k (rank-2k update) de una matriz simétrica (subrutinas con
nombres gue terminan con SY R2K):

C~aAB"+aBA™+3C o C ~ aAB+aB'A +C

donck C es simétricay A esta a derecha 0 a izquierda de la multiplicadén por B”
dependiendo e un pardmetro de la subrutina (TRANS).

g. Actuaizadones de rango 2k (rank-2k update) de una matriz hermitica (subrutinas con
nombres que terminan con HER2K):

C <« aAB"+ ®@BA" +3C o C<oA"'B+ aB"A+pC

donck C es hermiticay A estd a derecha 0 a izquierda de la multiplicagén por B
dependiendo e un pardmetro de la subrutina (TRANS).

h. Soluciones a sistemas de eauadones triangulares (subrutinas con nombres que terminan
con TRSM):
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B - aopA)B 0 B — a Bop(A)

donce A es una matriz triangular, esta a izquierda o derecha de la multiplicadén
dependiendo ce un parametro (SIDE) de lasubruting, y op(A) puede ser A%, AT o A™.

Dejando de lado las operadones de O(n?) tales como al cdculo de op(A) = AT, se puede
notar intuitivamente que todas las subrutinas de L3 BLAS tienen como operadon
predominante (en cuanto a cantidad de operadones aritméticas) la multiplicadon de
matrices. Ademés, en [77] se muestra como todo € nivel 3 de BLAS puede ser
implementado en términos de la operad6n de multi plicaddn de matrices manteniendo el
rendimiento cercano a Gptimo paosible de cada computadora. En e contexto comercial, se
puede citar un ggemplo de Intel que, junto con la comercializadon del Pentium 1l puso a
disposicion en Internet e documento [74] donde explica como aprovechar a méximo la
cgpaddad de cdculo del procesador en términas de multi plicaddn de matrices, ademés de
porer también a disposicion de los usuarios del procesador una bibli otecade funciones de
cdculo matricial.

2.3 La Multiplicacion d e Matrices como Benchmark

La caaderizadon de rendmiento de las computadoras se ha utilizado con varios

propostos entre los cuaes s pueden mencionar [63]:
Estimadon de la cgpaddad de resolucion de problemas, tanto en lo referente a tamafio
de los problemas que se pueden resolver como a tiempo e geaucion necesarios.
Verificadon y/o justificadon del costo de las computadoras, no solamente en cuanto al
hardware sino también en cuanto a software de base y de glicaddn recesarios.
Elecddn de la computadora mas adeauada para el problema o clase de problemas que se
deben resolver. Implicitamente en este caso se utiliza €l indice de rendimiento como un
pardmetro de comparadon e las computadoras posibles de utili zar.

Tradicionalmente, la cgpaddad de computo numérico de una computadora se ha
caaderizado con la cantidad de operadones de purto flotante por unidad de tiempo
(Mflop/s. millones de operadones de purto flotante por segundd o por un nimero que lo
identifique de forma univoca [64] [SPEC]. Tradicionamente también se han tomado dos
lineas generales para @ cdculo de este indicede rendimiento:

1. Andlisis del hardware de procesamiento: unidad/es de purto flotante, disefio de las
unidades de purto flotante (pipelines, registros internos, etc.), memoria/s cade (niveles,
tamafiacs, etc.), cgpaddad de memoria principal, etc.

2. Ejeaucién de un programa o conjunto de programas espedficos de cdculo denominados
benchmarks.

El andlisis del hardware de procesamiento normalmente da lugar alo que se conoce como
rendimiento pico, o rendimiento méximo tedrico de la computadora. Esta linea de
caaderizadon del rendimiento ha sido adoptada normalmente por los fabricantes de las
computadoras y también ya es aceptado que es muy poco probable de obtener por una
aplicaddn espedfica
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La utili zad6n de benchmarks se hizo cotidiana dada la separad6n que puede existir entre
el rendimiento pico y € rendimiento red que las aplicadones obtienen normamente en su
gjeaucion en las computadoras. Es muy dificil laelecadn de un conjunto de programas que
logren reunir las caraderisticas de representar a todala gama de pasibles aplicadgones que
se pueden geautar sobre una computadora y por lo tanto existen muchos benchmarks
utili zados y alin muchos més propuestos.

Si est4 bien definido € tipo de aplicadones espedficas sobre € cua se utilizaran las
computadoras, sigue siendo muy Util la caaderizaddn en este campo espedfico de
aplicadones sin utili zar los benchmarks mas generales. Este es e caso de las aplicadones
definidas en términos de las multi plicadones de matrices, y por lo tanto lo mas predso que
se puede obtener en este campo es & rendimiento de la multi plicadén de matrices misma,
gue se toma como e benchmark de referencia en cuanto arendimiento.

Utili zar un benchmark tan espedfico y tan cercano a la aplicadon que se debe resolver
tiene, en e contexto de los programas paralelos que se geautan sobre hardware
heterogéneo, una ventaja mas. define con predsion la velocidad relativa de las
computadoras para € procesamiento locd. Si bien este indice (velocidad relativa de
cOmputo) no es tan necesario ni importante en e contexto de las computadoras paralelas
con elementos de procesamiento homogéneos, se torna indispensable para e computo
paraelo con elementos de procesamiento heterogéneos. Sin este tipo de informadon es
muy dificil llegar a tener balance equilibrado de la caga computadona (al menos de
manera estética).

2.3.1 “Benchmark” del Nivel 3 de BLAS

Es claro que s se €lige implementar todo €l nivel 3 de BLAS diredamente en términaos de
la multiplicadén de matrices [77] e rendimiento obtenido sera casi diredamente el de la
multi plicadon de matrices misma. Pero si se elige implementar cada subrutina (L3 BLAYS)
aprovedhando sus particularidades de cdculo de manera Optima e independiente de la
multi plicadon de matrices, alin es de esperar que € rendimiento sesamuy similar a de la
multi plicadon de matrices misma. De esta manera, la multiplicadon de matrices es un
buen “representante” (y con esto se constituye en un benchmark) en cuanto a rendimiento
detodaslasrutinas del nivel 3 de BLAS.

Un argumento quizés més sdlido para considerar a la multiplicadon de matrices como
representativa con respedo arendimiento detodoel nivel 3 de BLAS esque a menos en el
ambito seauencial esta demostrado experimentalmente que € rendimiento obtenible con
cada una de las subrutinas del nivel 3 de BLAS es similar al que se puede obtener con la
multiplicadon de matrices [144]. En este sentido, concciendo e rendimiento que se
obtiene con la multiplicadon de matrices se puede tener una idea bastante concreta del
rendimiento oltenible contodas las subrutinas del nivel 3 de BLAS.
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2.3.2 Como Benchmark “General”

En e campo de los benchmarks en general, es dedr de los programas que se intentan
utili zar para identificar la cgpaddad de cdculo de las computadoras (sean paralelas o no),
la representatividad de la multi plicadon de matrices es mucho mas discutible. De hedho,
existe una gran cantidad de investigadores y empresas que consideran que lo Unico que
puede ser un benchmark es una aplicadon red [64]. Sin embargo, en algunas
distribuciones de benchmarks de uso libre para méquinas paraelas [68] [94] se lo sigue
incluyendoa menos como “benchmark de bgjo nivel”.

De una manera u otra, se siguen reportando los resultados en cuanto a rendimiento de la
multi plicadon de matrices en computadoras paralelas y en computadoras seauenciaes. Una
de las razones mas importantes consiste en que con la multi plicadon de matrices se puede
lograr rendimiento cercano a éptimo tedrico de la computadora utili zada. En este sentido,
la multi plicaddn de matrices se ha transformado de una manera o de otra en una métricade
cdidad de la implementadén de algoritmos numéricos o a menaos de los agoritmos
reladonados con las operadones de dgebralined. Un gemplo en principio acalémico lo
constituye ATLAS [144] [ATLAS] y, sélo por dar un ggemplo comercial, en [SCSL2] se
intenta mostrar cuan buena es la bibli otecade computo cientifico provista asegurando que
para méaquinas monopocesador € rendimiento excede el 95% tedrico y para méaquinas
paraelas de 64 procesadores € rendimiento relativo global excede el 85% tedrico. Laidea
en este sentido es: “existe codigo que resuelve a menos un problema de dgebra lined con
rendimiento cercano a optimo tedrico de cada procesador”, con la intencion de que esta
idease extrapola a menos a un subconjunto de los problemas que se quieren resolver en
lal's computadora/s.

2.4 Paralelizacion d e la Multiplicacion d e Matrices

Quizas por razones acalémicas (reladonadas con la simplicidad), uno de los primeros
algoritmos paralelos que se explican en los libros dedicados a explicar procesamiento
paraelo es € de la multiplicadén de matrices [56] [82] [79] [146 [10] [58] [52] [3]. Pero
més ala de su importancia acalémica, la investigad 6n se ha mantenido adiva a través del
tiempo por su importancia como problema a resolver, y esto se demuestra por las
numerosas pullicadones a respedo, agunas de las cuales son las mencionadas
previamente y otras (en uralistaresumida) son[23] [35] [30] [147 [26] [83].

La multiplicadén de matrices tiene caraderisticas muy espedficas en lo que se refiere a

disefio e implementaddén de un agoritmo paralelo en € contexto de los agoritmos

paralelosen general:
Cada elemento que se cdcula de la matriz resultado C, cj, es, en principio,
independiente de todos los demas elementos. Esta independencia es sumamente (Util
dado que permite unamplio grado e flexibili dad en lo referente ala paralelizadon.
Lacantidad y €l tipo de operadones a redizar es independiente de los datos mismos. La
excepcion en este caso la constituyen los algoritmos de multiplicadon de matrices
denominadas ralas (sparse), donck se intenta aprovechar el hecho de que la mayoria de
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los elementos de las matrices a multiplicar (y por lo tanto de la matriz resultado) son
iguales a ceo.

Regularidad de la organizadon de los datos y de las operadones que se redizan sobre
los datos. Los datos estédn organizados en estructuras bidimensionales (las matrices
mismas) y las operadones on kasicas, de multiplicadony suma.

La primera caaderistica hace que la multiplicadon de matrices sea espedamente
apropiada para las méaquinas paraelas denominadas multi procesadores, donde un conjunto
de procesadores, 0 elementos de procesamiento, comparten una misma memoria. Los
algoritmos paralelos para multiprocesadores suelen seguir las idess bésicas de
descomposicion o division de los datos a cdcular y/o de Divide-y-Conquista (Divide-and
Conguer) reaursivamente. En general en todos ell os se estableceun periodo previo estatico
o dindmico de particionamiento o division de la cantidad de datos (o partes de la matriz
resultado de la multiplicad6n) a ser cdculados en cada procesador y eventualmente un
periodo paterior de utilizaddn ce cdculos intermedios para cdcular € resultado final.

Las Ultimas dos caraderisticas hacen que los algoritmos propuestos para la multiplicadén
de matrices en paralelos sigan en general e modelo de computo paralelo SAVID (Single
Program - Multiple Data) [52] [135. De esta manera, un mismo programa se geauta
asincronicamente en cada procesador de la méqguina paralelay eventualmente se sincroniza
y/o comunica con los demés procesadores. Es de destaca que € modelo de computo
SPMD es independiente de que la implementaddn se haga sobre una maguina paralela
multi procesador o multicomputadora 0 sobre una maquina paralela con arquitecura de
procesamiento tan distribuida cmo umared de omputadoras.

En general, es muy dificil encontrar en las pulicadones (sobre todo en los libros
dedicados a explica cdmo llevar a cabo procesamiento paralelo), agoritmos paralelos
presentados para un determinado tipo de arquitedura de computo paralelo. Si bien es
cierto que los algoritmos se pueden adaptar de una manera mas o menas compleja a cada
una de las arquiteduras de procesamiento paralelo disporibles, también es cierto que hay
un costo de adaptaddn a nivel algoritmico y de implementaddny, quizas mas importante
en e contexto de las aplicadones con grandes requerimientos de computo, € costo en
términos de rendimiento obtenido puede ser demasiado ato. Es asi que en redidad, en la
mayoria de los casos, se puede encontrar una estrecha reladon entre cada algoritmo y una
arquitedura de computo paralelo en particular. Es por eso que en € resto de esta secdon se
asociard diredamente cada uno de los agoritmos mencionados con la arquitedura
subyacente de computo paralelo con lacua se obtendran los mejores resultados de acuerdo
al rendimiento oltenido o paible de obtener.

2.4.1 Algoritmos Paralelos para Multiprocesadores

Como se menciond antes, los algoritmos que siguen los principios de divison o
descomposicion de los cdculos y de “Divide-y-Conqusta” reaursivamente se consideran
como los més apropiados para las maguinas paralelas de memoria compartida o
multi procesadores. De hecho, en el cdculo de C = A x B lo primero que se puede intentar
es diredamente dividir el cdculo de C en tanta cantidad de partes como procesadores se
puedan utili zar. En este sentido, € hedo de las matrices A y B se acce&len solamente para
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ledura de sus elementos y la matriz C es la Unica que se accele para escritura (lo que se
explic6 antes en cuanto a que cada elemento de la matriz resultado se cdcula
independientemente de los demés) de sus el ementos es ampli amente favorable.

Particionamiento Directo. Como lo muestrala Figura 2.1 con una determinada trama para
cada procesador Py, ..., Ps, cada unode el os puede accealer a los datos de las matrices A y
B sin necesidad de sincronizadén con los demés (excepto a nivel fisico, dependiendode la
organizad 6n de la memoria compartida) dado que los datos de ambas matrices se accelen
solamente para ledura. De la misma manera, cada procesador puede acceler ala matriz C
independientemente de los demas para amacenar cada uno de los elementos que debe
cdcular en funcion celos elementosde A y de B.

Pl
A
P, C
Matrices en
Procesadores memoria
P, B compartida
P4

Figura2.1: Division d&l Céculo dela Multiplicadon en Multi procesadores.

Esta forma de redizar los cdculos alo sumo necesitaria una fase inicial para determinar la
parte que cada procesador debe procesar y a lo sumo una sincronizadén fina para
determinar cuando todas los procesadores han terminado los cdculos y por lo tanto €
resultado estd completamente cdculado. Por otro lado, no se agrega ningun tipo de
replicadon de los datos a pesar de que algunas partes de las matrices A y B son utili zadas
po més de un procesador dado que todcs los datos se dmacenan en la memoria
compartida.

El hecho de que mas de un procesador accele a la misma parte de una matriz (A o B)
puede generar inconvenientes referidos a simultaneidad de accesos a memoria. En este
sentido, y dependiendo del disefio de la memoria compartida, pueden llegar a ser
seauencidizados y por 1o tanto penalizados en cuanto a rendimiento. Sin embargo, estos
problemas on de solucion muy simple dado qLe:

« Sepueden intercdar en € acceso a distintas partes de una misma matriz. En € gemplo
delaFigura 2.1, por gemplo, € procesador P, podria comenzar € acceso alamatriz A
desde la primera fila en adelante y € procesador P, desde la dltima fila que le
corresponce acceer hadalaprimera.

Los distintos niveles de memoria cade intermedias (entre cada procesador y lamemoria
principal compartida) més los agoritmos de cdculo de bloques reducen de forma
significdivala cantidad de acceos alamemoria cmpartida.

Es interesante notar la simplicidad de la division, aprovedhando las caraderisticas de la
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propia operadon de multiplicaddon mas la homogeneidad de los multi procesadores en
cuanto ala cgaddad de cadculo de cala demento de caculo (procesadores).

Divide-y-Conquista Reaursivo. La ideade llevar a cabo la multiplicagon por partes o
submatrices es aprovedada en este tipo de algoritmos [70] [62] para la para€lizadon del
procesamiento. El algoritmo en pseudo-cédigo puede ser expresado como lo muestra la
Figura2.2[149:

do

28

mat_mul(A, B, C, s)

/* A, B: matrices a multiplicar */
/* C: matriz resultado */

[* s: tamafio de las matrices */

if (multiplicacién secuencial)

{
C=A xB;

}

else

{
mat_muI(A 00, B 00, CO o, 5/2); I* (1) */
mat_mul(A o1, B 10, C1 o0, S/2); [*(2) */
mat_muI(A 00, B 01, CO o1, 5/2); I* (3) */
mat_mul(A o1, B 11, C1 o, 8/2); [*(4)*/
mat_muI(A 10, B 00, CO 10, 5/2); I* (5) */
mat_muI(A 11, B 10, C1 1, 5/2); I* (6) */
mat_mUI(A 10, B 01, CO 11, 5/2), [* (7) */
mat_muI(A 1, B 11, C1 1, 5/2); I* (8) */

}

Cowo =CO0o + C1o;
Cr =CO0p +Clo;
Cio =C0 4 +C1y;
} Ci =C04 +C1yy;

Figura 2.2: Pseudo-Codigo de Divide-y-Conquista Reaursivo.

nce:

Cada una de las matrices A, B, y C se divide en cuatro partes iguales, tal como lo
muestra la Figura 2.3. Esta cantidad de partes de cada matriz tiene reladdn direda con
la cantidad de llamadas reaursivas que se deben llevar a cabo para la obtencién de los
cdculo intermedios.

La mayor cantidad de operadones se lleva a cabo en las llamadas reaursivas a
mat_mul y las Ultimas cuatro operadones de suma entre las matrices de cdculos
intermedios CO; y C1; (0 <1, j < 1) se deben redizar para obtener e resultado corredo
de cada una de las submatrices de lamatriz C, tal como se puede identificar en la Figura
2.3 Estas Ultimas operadones se pueden llevar a cabo en un subconjunto de los
procesadores utili zados para resolver las multi plicadones de las Il amadas reaursivas.
Cada una de las llamadas reaursivas a mat_mul numeradas de (1) a (8) puede ser
geautada en un procesador diferente, dependiendo de la cantidad de procesadores
disporiblesy del rendimiento obtenido de acuerdo a la cantidad de datos de las matrices
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amultiplicar.

La condcién (multiplicacién secuencial ) puede estar dada en funcion del
tamafio de las matrices a multiplicar (s = 1 en e caso extremo), o la cantidad de
llamadas reaursivas, que determina a su vez la cantidad de procesadores a utili zar
simultaneamente para @ cdculo de resultados parciales.

B — Multiplicaciones
00 01

Am 1 ClO }1/ BlO Bn ~ Sumes

(00] i | CDll

,,,,,,,,,,

C1

10

C1

11

,,,,,,,,,,

Figura 2.3: Submatricesy Calculos de Divide-y-Conqusta.

Para este algoritmo, tal como para € anterior de particionamiento diredo, también es
interesante notar que la division de los cdculos (y la consiguiente paralelizaddn) se ve
ampliamente favoredda por la homogeneidad en los elementos de procesamiento de los
multi procesadores.

Se debe notar también que, tal como esta enurciado, el espado requerido para los datos
aumenta consi derablemente teniendo en cuenta que por cada blogue de la matriz resultado
C, C; se tienen dos bloques de datos intermedios CO; y C1;. Sin embargo, con algunas
modificadones, tal como la reducddn del paraéelismo en la cantidad de llamadas
reaursivas o aumentando la dependencia entre los cdculos intermedios con bloques de
datos, este requerimiento extra de memoria se puede evitar.

La Figura 2.4 muestra la modificadén a pseudo-cddigo de la Figura 2.2 para evitar que la
cantidad de memoria requerida sea mayor que la cantidad de memoria requerida para €l
algoritmo seauenciad. De esta manera, se modifica mat_mul para que redice una
multiplicadon y una suma (a estilo de BLAS _GEMM) en vez de una multiplicadén
solamente, transforméandose en mat_mul_sum . Todo & procesamiento por bloques se
mantiene, aunque ahora se tienen pares de llamadas reaursivas a mat_mul_sum que
utili zan un mismo blogue de C. Estas serian las llamadas numeradas, con (1) y (2), (3) ¥
4, By )y (7)Y (8) respedivamente. Esta utilizaddn de un mismo bloque de la matriz
C en pares de llamadas reaursivas tiene Mo conseauencias.
« Yano son necesarios (con respedo amat_mul ) dos bloques de datos intermedios para
un urico bloque de lamatriz resultado.
Las llamadas reaursivas numeradas de (1) a (8) ya no son totalmente independientes
entre si, sSino que entre pares de llamadas hay dependencias de datos y por lo tanto no
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podian geautarse simultaneamente. En este sentido, se reduce de 8 a 4 la cantidad de
multiplicadones que se pueden llevar a cao simultdneanente (en distintos
procesadores).

« Ya no son necesarias las sumas finales que aparecen en la Figura 2.3 porque se
resuelven dredamente en lamisma subrutinamat_mul_sum .

mat_mul_sum(A, B, C,s) /*C = AxB+C *
/* A, B: matrices a multiplicar */

[* C: matriz resultado */

/* s: tamafo de las matrices */

if (multiplicacion secuencial)

C=A xB+C;
}

else

{
mat_muI(A 00, B 00, C 00, 5/2); I (1) )
mat_muI(A o1, B 10, C o0, 5/2); I* (2) )
mat_mul(A o0, B 01, C 01, 8/2); *(3)*
mat_mul(A o1, B 11, C o1, 8/2); [*(4)*
mat_mul(A 10, B o0, C 10, 8/2); /*(5) */
mat_muI(A 11, B 10, C 10, S/Z)a I (6) )
mat_mul(A 10, B o1, C 11, 8/2); /*(7)*
mat_muI(A 11, B 11, C 11, S/Z)a I (8) */

Figura 2.4: Modificadon ce Divide-y-Congusta Reaursivo.

Lo que en € agoritmo de particionamiento diredo es la fase inicial de division de las
matrices, en este algoritmo serian las llamadas reaursivas que serian resueltas por
diferentes procesadores.

Paralelizacion del Método de Strassen. El método de Strassen es uno de los més
innovadores en cuanto ala multi plicadon de matrices resueltos de manera seauencial [114]
y en [59] se lo denomina también como algoritmo de Divide-y-Conquistay se lo presenta
ademas como un algoritmo reaursivo. La Figura 2.5-a) muestra los cédculos intermedios
asumiendo que las matrices a multiplicar se dividen en cuatro partes o submatrices o
bloques iguales como los mostrados en la Figura 2.5-b).

Aunque la cantidad de operadones aritméticas para este método es un poco mas dificil de
cdcular de manera exada que para la multi plicaddn de matrices clésica se suele cdcular
(o estimar en términcs de Ordenes de magnitud), la cantidad de operadones de
multi plicadones asumiendo que la cantidad de sumas es aproximadamente igual [59]. Con
esta consideradén, € método de Strassen tiene a su favor que reduce la complgidad o
cantidad de cdculos entre nimeros de purto flotante a O(n°* ) considerando como
referencia e método convencional de multiplicadén, que es de O(n®). También se podia
mencionar como uraventgja d hecho e que puede ser implementado uili zandoreaursion.
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Po = (Ao + A11) X (Boo + Bi1) A

A | A
P1 = (Ao + A1) X Boo l
P> = Ao X (801 - Bll) Am A11
Ps= A X (BlO - Boo) B
Ps= (Aco+ Acz) X By By | By
Ps = (A10- Aoo) X (Boo + Boi) B B
Ps = (Ao1 - A11) X (B1o + B11) vl
Cow=Po+P:-Ps+Ps C
Cun=P.+Ps Coo C01
Cio=P1+P;
Cu=Po+Ps- P+ Py “o| S

a) Célculos con submatrices B Particién ce las matrices

Figura2.5: Método ¢ Strasen.

Desde @ purto de vista de laimplementad6n seauencial del método cke Strassen:

«  Normamente se purtuali za que las operadones entre |os elementos de las matrices son

distintas de las definidas por e método convencional y por lo tanto los efedos de
redondeo y estabili dad numéricapueden ser diferentes dependiendode los valores de los
elementos de las matrices amultiplicar [59].
De forma similar a lo que sucede con e agoritmo mencionado antes como Divide-y-
Conqusta reaursivo, son necesarios datos intermedios para llegar a los vaores
definitivos a cdcular: los blogues P, ..., Ps de la Figura 2.53a). A diferencia del
algoritmo presentado como Divide-y-Conqusta reaursivo la eliminadon de esos
bloques de datos intermedios es muy dificil o imposible y de hecho no se considera, por
lo que los requerimientos de memoria del método de Strasen son bastante mayores a
los del métodotradicional.

Desde @ purto de vistade laparalelizadon de método e Strassen:

Considerando los multi procesadores de memoria compartida es inmediata, ya que, ta
como el métodode Divide-y-Congusta reaursivo, existen varias multi plicadones que se
pueden llevar a cabo simultaneanente. Espedficamente en el caso del método de
Strassen son siete: e cdculo de cala Py, con 0< k< 6.

Existe cierto desbalance de carga computadonal tanto en e cdculo de los bloques
intermedios P, como en e cdculo de los bloques definitivos C; a partir de los P«. Para
cdcular P, por gemplo, son necesarias dos sumas de bloques y una multi plicadon, pero
para @ cdculo de P; son recesarias una sumay una multi plicadén. Esto afedatanto ala
cantidad de datos que se accalen como a la cantidad de operadones entre escdares que
se deben llevar a cabo. De todas maneras se debe purtuali zar que estas diferencias son a
nivel de operadones de O(n?) (sumas o restas de matrices) frente a operadones de
multi plicad6n que tienen complgjidad de O(n®) u O(n'*% 7).

Es importante recordar que la ideade dividir las matrices a utili zar/cdcular en bloques es

intensiva y extensivamente utili zada en todos los agoritmos matriciales seauenciales y
también paralelos dado que, como se purtuaizé antes, permite la organizadon del
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computo por blogues y de esta manera aumenta notablemente la utilizadén de la/s
memoria/s cade/s. Dado que las matrices a procesar normalmente son muy grandes (en
general, se tiende a ocupar toda la memoria principal disponible y en alguncs casos
también el espado de memoria swap) esta organizadon de los cdculos es imprescindible
para obtener rendimiento aceptable. Expresado de otra manera, sin procesamiento por
blogues e tiempo de acceso a los datos es varios ordenes de magnitud méas grande de lo
gue e procesador requiere para operar a su maxima velocidad o a menos a una fracaon
importante de lamaxima posible.

2.4.2 Algoritmos Paralelos para Multicomputadoras

La mayoria de los reportes de investigaddn de algoritmos paralelos para la multi plicadén
de matrices (y problemas simil ares) corresponden alos disefiados teniendoen cuenta que la
arquitedura de computo subyacente sera la de una multicomputadora [59] [136]. Por un
lado, las multicomputadoras siempre han sido consideradas més escdables que los
multi procesadores y por otro lado, el disefio y desarrollo de las multicomputadoras se ha
mantenido constante através del tiempo, lo que las ha hecho més atradivas también para €l
desarrollo de dgoritmos paralelos.

Arreglo Sistélico o Malla de Procesadores. Aungie esta forma de multi plicar matrices es
pensada inicidmente para computadoras del tipo SIMD o simplemente para ser
implementada diredamente en hardware [82] [146], puede ser aplicada en genera
considerando bloques de matrices tal como en los algoritmos anteriores. La Figura 2.6
muestra la disposicién inicia de los datos y los elementos de procesamiento para
multi pli car dos matrices de 3x3 elementos.

22
- PSR PR 21 12
Retardo deun“ciclo b b b

20 11 02

b b .

10 01

D Hemento de procesam

b00 - .

Figura 2.6: Multiplicadon de 3x3 en unArreglo Malla.

Claramente, los elementos de procesamiento o procesadores estan interconedados en
forma de malla o arreglo bidimensional. Normalmente se cuenta como un “ciclo” o “paso”
del procesamiento las operadones de comunicadén que indican las flechas y todas las
operadones de multiplicadon y suma que cada elemento de procesamiento pueda redi zar
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dependiendo ¢k los datos que tenga disporibles.

EnlaFigura2.7-a) se muestra @ primer paso del procesamiento donak:

Todacs los elementos de las matrices A y B “avanzan” en la direcaon de las flechas
correspondentesy los elementos ano Y boo Il €gan a procesador dedicado a cacular coo.

Se lleva a cabo la primera operadon para e cdculo de c, €s dedr Cho=a,,xby, (&
superindiceindicalaiteradon que crrespond).

EnlaFigura2.7-b) se muestra ¢ segundo [@so del procesamiento donck:

Unavez mas todcs los elementos de las matrices A y B “avanzan” en ladirecaon de las
fledhas correspondentes, |os elementos

» a1y biollegan a procesador dedicado a cacular ¢y,

+ aoo b1 llegan a procesador dedicado a cacular coy,

+ au Y boo llegan a procesador dedicado a cacular c;o.
Se llevan a cabo las operadones posibles en este paso para el cdculo de Coo, Co1 Y Cio, €S

e el k1) sl el
dedr Cos=Coo+80;X big; Co =800X Doy Cig=a10X Doy -

22
a) Primer paso b, b, b) Segundo pBso b
b b

b ll 02 20
o, by
s M .

S A sy

do%) = C(olo) + 85X b= 850X Doy +ag, X by

=ay,XDb (2) _ 2
07 ~00 Cio =a;0X Pyo 601) =a50X by,

22

21 12

(=2
=

Figura 2.7: Primeros Dos Pasos de la Multiplicagon en uraMalla.

Para que estetipo de procesamiento llegue atener rendimiento 6@imo se deberiatener:

Todas las comunicadones se llevan a cabo simultaneanente. En el caso de laFigura 2.6
y laFigura 2.7, esto implica que todas |os elementos de procesamiento pueden redi zar
simultaneamente (sol apadamente en el tiempo) hasta:

+ dos comunicadones pararececion ce datos

» doscomunicadones para envio de datos
Computo solapado con las comunicadones, es dedr que se redizan operadones
aritméticas alavez que se envian y redben datos. En este caso, en |os pasos expli cados
previamente se solapa (rediza simultdneamente) el computo de cgl(}:aoox by, con las
comunicadones correspondentes al segundo [@so del procesamiento.
Operadones simultaneas de 1/0, considerando que las comunicadones en direcdon ala
primerafilay primera mwlumnadel arreglo bidimensional delaFigura2.6y laFigura2.7
implican 1/0O. En caso de no contar con 1/O de datos en paralelo se deberian tener todos
los datos de las matrices inicidmente en la primera fila y primera columna de
procesadores, 10 que llevaria a su vez a distintos requerimientos de memoria para los
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distintos procesadores dependiendo e lapaosicién que ocupan en lamalla.

Esta forma de multiplicar matrices es sumamente sencill a por varias razones, siendo las

mas destacal es:
Simplicidad y naturalidad de la distribucion de los cdculos: basicamente un procesador
o elemento de procesamiento se dedica exclusivamente al cdculo de una parte de la
matriz resultado, seaun elemento o una submatriz o bloque. En este purto una vez méas
se asume que los elementos de procesamiento son homogéneos y por lo tanto la
distribucién estrivial.
Patron de comunicadones “fijo” y conacido a priori: todas las transmisiones de datos
son purnto a purto (entre dos procesadores) y conccidas de antemano en cuanto a
cantidad y tipo de transmisiones (cuantos datos y entre aud es procesadores).
Requerimientos de memoria iguales para todos los procesadores: no hay ningun
procesador que deba tener més 0 menos datos que los demas, aln si se cuentan los
buffers necesarios para las comunicadgones, dado que son las mismas en todcs los
procesadores.

Las primeras dos caraderisticas hacen que € balance de carga sobre los procesadores (en
cuanto a cdculos que se deben llevar a cabo) y sobre la red de interconexion (en cuanto a
las transferencias de datos que se deben redi zar entre los procesadores) seamuy sencill a.

Algoritmo de Cannon. También esta propuesto para un arreglo bidimensional de
elementos de procesamiento [23] [79], interconedados como una malla'y ademas con los
extremos de cada fila y columna interconedados entre si, es dedr formando la estructura

denominadatoro tal como lo muestrala Figura 2.8 para 3x3 elementos de procesamiento.

M (A (X

| »
| D
LD

Figura 2.8: Toro de 3x3 Elementos de Procesamiento.

Inicialmente, la distribucion de los datos de las matrices A, B, y C es similar ala definida
previamente en la malla, es dedr que s se numeran los procesadores de aauerdo a su
posicion en e arreglo bidimensional, € procesador P; (0 < i, j < P-1), contiene los
elementos o bloques de la posicion ij (0 < i, j < P-1), de las matrices A, B y C. Para
simplificar la explicadén, se utili zaran elementos de matrices en vez de bloques. A partir
de esta distribucion de datos, se “redinean” o reubican los datos de las matrices A y B de
forma tal que s se tiene un arreglo bidimensional de PxP procesadores, €l procesador P;
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tendrd asignado el elemento o submatriz de A en lafilai y columna (j+i) mod P, & +imoer, Y
también el elemento o submatriz de B en lafila (i+j) mod Py columna j, bjmosr,. Puesto
de otra manera, cada dato de la filai (0 < i < P-1) de elementos o submatrices de A se
traslada o rota (shift) hada los procesadores de la izquierda i veces y cada dato de la
columnaj (0 < j < P-1) de elementos o0 submatrices de B se traslada o rota (shift) hadalos
procesadores de aribaj veces. EnlaFigura2.9-a) se puede ver la asignadoninicial, y enla
Figura 2.9-b) lareubicadéninicial, impuesta por € agoritmo de Cannonpara matrices de
3x3 elementos en un toro de 3x3 procesadores (para simplificar no se muestran en lafigura
las interconexiones).

a00 bOO aOl bOl a02 b02 a00 bOO a01 b11 a02 b22
00 01 02 00 01 02
a'10 blO a'11 bll a'12 b12 all blO a12 b21 a'10 b02
10 11 12 10 11 12
a20 b20 aZl b21 a'22 b22 aZZ b20 a'20 bOl a21 b12
20 21 22 20 21 C22
a) Distribucion Inicial. YAlineadén Inicial.

Figura2.9: Ubicadén de 3x3 Datos para @ Algoritmo de Cannon.

A partir delareubicadéninicial, seredizan iterativamente | os pasos de:

« Multiplicadon locd de los datos asignados en cada procesador para €l cdculo de un
resultado percial.

- Rotaddénaizquierdade los elementos o submatrices de A.

- Rotadon hada ariba de los elementos o submatrices de B.

y después de P de estos pasos < tienen los valores de lamatriz C totalmente cdculados.

Resumiendo, las caraderisticas bresali entes de estaforma de redi zar |la multi plicadén de

matrices n:

« Por laforma en que se comunican los datos de las matrices A y B se puede dedr que
este es un algoritmo de “dineagéninicia y rotadones’.

- El balance de caga tanto en lo referente a cOmputo como a comunicadones esta
asegurado siempre gue los elementos de procesamiento sean hanogéneos.

« Como en @ procesamiento definido para la grilla de procesadores, e tiempo de
geaucion se minimiza si se tiene la cgpaddad de solapar en € tiempo coOmputo con
comunicadones.

- Ladistribucion de los datos de las matrices A y B no es lainicia a terminar €l cdculo
de lamultiplicadén e matrices.

Es de destaca que la Ultima caraderisticas de las enumeradas previamente se torna
bastante importante dado que, como se ha mencionado anteriormente y como con todas las
rutinas de L3 BLAS, se supore que son parte de alguna aplicadon y no necesariamente la
aplicadon misma. Por lo tanto, cualquier procesamiento siguiente debera tener en cuenta
esta nueva distribucion de las matrices, o después del algoritmo de Cannon se deberan
redinea las matrices parareauperar la asignadoninicia de los datos.
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Algoritmo de Fox. También esta propuesto para un arreglo bidimensional de elementos de
procesamiento [57] [56] [58] [79], interconedados como una malla y ademas con los
extremos de cada fila'y columna interconedados entre si, es dedr formando la estructura
denominada toro. Una vez més, la distribucion de los datos de las matrices A, B, y C es
similar a la definida antes, es dedr que s se numeran los procesadores de aauerdo a su
posicion en e arreglo bidimensional, € procesador P; (0 < i, j < P-1), contiene los
elementos o bloques de la posiciénij (0<i, j < P-1), delas matrices A, By C, tal como se
muestra en la Figura 2.9-a) y en la Figura 2.10-9). En este caso, no se define ningln paso
inicial de reubicaddn de los datos, sino que a partir de aqui se define iterativamente el

algoritmo. En laiterad6n o @so k:

- El blogue o dato delamatriz A aimacenado en € procesador de lapasicioni, i+k mod P
(filai, columnai+k mod P) se enviaatodocs los procesadores de lafilai (su misma fil a)
en unbroadcast por fila del arreglo bidimensional.

« Se multiplican en cada procesador los datos de A redbidos con los datos de B
amacenados locdmente, olteniendo unresultado parcial delamatriz C.

- Serotan losdatos de B hada aribatal como en € agoritmo de Cannon.

La Figura 2.10 muestra el procesamiento correspondente a primer paso del algoritmo de
Fox en un arreglo bidimensiona de 3x3 procesadores, y la Figura 2.11 muestra €l
procesamiento correspondente al segundo paso del algoritmo de Fox en un arreglo
bidimensional de 3x3 procesadores.
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a) Broadcast. )IComputo locd. c) Rotadon.
Figura2.10: Primer paso del Algoritmo de Fox, Matrices de 3x3.

Las principales caaderisticas del algoritmo de Fox que se pueden enumerar son:

- Como en los casos anteriores, € balancede carga en cuanto a computo que debe redi zar
cada procesador es muy sencill o asumiendo que los procesadores osn hanogéneos.

- El balance de caga en cuanto a la red de intercomunicadones no es tan sencillo de
anali zar como en el agoritmo de Cannon,ya que se deben tener en cuenta no solamente
comunicadones purto a punto sino también comunicadgones coledivas. broadcasts por
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filas. De todas maneras, se tendria balance de carga de la red de comunicadones en
cuanto a comunicagones por columnas, dado que son todas purto a purto; y por filas,
dado que son todas comunicadones broadcast. Desde e punto de vista de las
comunicadones gue se generan en cada procesador, todas generan la misma carga sobre
lared de interconexion:
+ unenvio de datos delamatriz B hada ariba
+ unarecgcion ce datos de lamatriz B desde agjo
+ unenvio o una recgcidn de broadcast de datos de la matriz A hada los deméas
procesadores de filao desde un procesador de la mismafil a respedivamente.
- Dado que todacs los procesadores tienen la misma cantidad y tipo de comunicagones, en
caso de ser necesarios buff ers, éstos rén los mismos en todos |os procesadores.
. Los requerimientos de memoria en cada procesador son mayores en comparadon con €l
algoritmo de Cannon,ya que todcs |os procesadores deberian tener:
+ Un bloque o submatriz delamatriz A locd
+ Un boque o submatriz de lamatriz B locd
+ Un boque o submatriz de lamatriz C locd
« Un bloque mas, pararedbir €l broadcast por filas del bloque de A que en cada
paso se mmunica
- A diferencia del agoritmo de Cannon, a finalizar la multiplicadon de matrices, los
datos de cala una de las matrices queda como en la asignadoninicial.
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Figura2.11: Segundo @so del Algoritmo de Fox, Matrices de 3x3.

En lo gue se refiere a las comunicadones broadcast por fil as, se debe tener en cuenta que
tanto en una malla como en un toro las Unicas comunicadones que se podian denominar
predefinidas son las que se llevan a cabo entre procesadores vednaos. En este sentido, se
requiere algun esfuerzo adicional posiblemente penalizado en cuanto a rendimiento, para
redizar cualquiera de las comunicadones coledivas, incluyendo el broadcast por filas, que
también puede ser definido como unmuilti cast desde d purto de vistade lared completa de
comunicagones. En este sentido, existen muchas pubicadones que se dedican a
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implementar o de alguna manera adaptar el agoritmo para lared de interconexion estética
toro [30][142[26]. La idea basica consiste en implementar un broadcast via multiples
comunicadones purto a punto solapadas, es dedr que mientras un broadcast se esta4
llevando a cabo con comunicadones purto a purto pueden comenzar las transmisiones
purto a purnto para €l broadcast siguiente. Este tipo de adaptadones a algoritmo de Fox es
la que finalmente se implementa en la bibliotecaSca_LAPACK [21]].

También es posible reducir € requerimiento de memoria, que en principio puede ser
bastante mayor que e definido en el algoritmo de Cannon (mas espedficamente, 33.3..%
mayor). La clave de lareducdon esta dada en la comunicaddn por subboques de los datos
de la matriz A asignada en cada procesador. En vez de hace un broadcast de todos los
datos de la matriz A se podian, por giemplo, hace dos broadcasts cada uno con la mitad
de los datos de la matriz A asignada locdmente. Esto autométicamente reduce el
requerimiento extra (tomando como referencia e agoritmo de Cannorn) de memoria a la
mitad de los datos de la matriz A que cada procesador tiene locdmente. De la misma
manera, se pueden hace diez broadcasts, cada uno con la dédma parte de la matriz A
asignada locdmente y esto reduce a la dédma parte la cantidad extra de memoria
necesaria

Es de destaca que d finalizar € procesamiento, |os datos de las matrices quedan asignados
en cada procesador exadamente igual que antes de comenzar la multiplicadén de las
matrices. En este sentido, recordandolo que se menciond antes en e algoritmo de Cannon,
gue la multi plicadn de matrices se debe hace en el contexto de otras operadones, es una
ventgja considerable.

De hedho, tanto para resolver € problema de hace un broadcast en un toro como para
reducir la cantidad de memoria necesaria para dmacenar |os datos locdmente se utili za €l
mismo principio que para acderar el acceso a los datos en la jerarquia de memoria
asumiendo la existencia de uno o mas niveles de memoria cade: procesamiento por
blogues. En vez de mangjar todas |os datos de las matrices A, B y C asignados locdmente,
cada una de las submatrices se considera por bloques, y son estos bloques los que se
procesan locamente (hadendo las multiplicadones de matrices parciales), y también son
los que se comunican a través de las conexiones purto a purto en una misma fila de
procesadores formando un pipeline de comunicagones con & que finamente se resuelve el
broadcast. Por lo tanto, dado que son subdoques o partes de la matriz A asignada
locdmente, la cantidad de memoria extra que se necesita en cada procesador sereduceaun
subdoque o conjunto de subdoques que se transmite en una misma comunicadon purto a
purto entre procesadores de una mismafil a.

Método DNS y Mallas de Arboles. El algoritmo DNS (por las letras iniciales de los
apellidos de sus autores. Dekel, Nassgmi, Sahni) [35] [10Q [79] propore multiplicar
matrices cuadradas de orden n en una multicomputadora con sus procesadores
interconedados en un hipercubo de tres dimensiones. Una vez més, la descripcion bésica
del procesamiento se hard para elementos de matrices, pero su extensiérn/aplicadén a
blogues o submatrices es inmediata.

Como purto de partida para €l algoritmo DNS, se focdizala atencion diredamente en cada
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producto de elementos de matrices, ayxxby, que son exadamente n® operadones entre
escdares en € caso de multiplicar matrices cuadradas de orden n. Teniendo nd
procesadores, cada procesador se hacecargo de exadamente una multiplicadény luego se
deben sumar los valores obtenidos de cada multiplicaddn de la manera correda para
obtener cada uno de los n? elementos de la matriz resultado. Méas espedficamente,
numerando los procesadores como s estuvieran organizados en un arreglo de tres
dimensiones (es dedr nxnxn procesadores), € procesador Py, 0 < i, j, k < (n-1), es €
encargado de llevar a cabo la multiplicadon ayxbyg. Luego, acumulando (sumando) los
valores P, jo...P,j .1 Se obtiene d valor ¢; de lamatriz resultado.

Si se consideran los datos (elementos 0 submatrices) de las matrices distribuidos en los
procesadores Pjo (es dedr que ay, by Y ¢; Se asignan € procesador Pjo), antes de redi zar las
multi plicadones se deben distribuir/replicar los datos. Para este paso también conviene
visuali zar |os procesadores como s estuvieran organizados en un arreglo de tridimensional,
tal como lo muestra la Figura 2.12a) para veintisiete procesadores, es dedr como
sucesivos planos de 3x3 procesadores (correspondentes a los indices ij) superpuestos para
distintos valores de k.
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a) ldentificadén de Procesadores.  b) Distribucién de Columnasde A.  ¢) Broadcast por Planos.
Figura2.12: Datos en DNS sobre un Arreglo de 3x3x3 Procesadores.

A partir de la asignadon inicial de elementos de matrices a los procesadores Pjo, en €
plano inferior en la Figura 2.12a), la columna j-ésima de la matriz A se envia a los
procesadores correspondentes (columna j-ésima de procesadores) en € plano j-ésimo, es
dedr desde los procesadores Pjo a los procesadores P (0 <i<n-1,1<j < n-1), como lo
muestrala Figura 2.12-b). Como Ultimo paso en la distribucién de los datos de la matriz A,
los procesadores en cada plano con los datos de A, P; (0 <, j < n-1), hacen un broadcast
por filas de procesadores tal como lo muestra la Figura 2.12-c) y de esta manera se logra
que en cada Py se tenga el elemento a;. La forma de distribuir los datos de la matriz B es
analoga pero en vez de distribuir por columnas se hacepor filas. Una vez que todos los
procesadores tienen los datos, pueden geautar la multiplicadon y luego se suman los
resultados en los procesadores P o...P 1 tal cOmo se menciono pgeviamente.
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Las caraderisticas sobresali entes de esta forma de cadcular 1a multi plicadon de matrices se
pueden resumir en:

Puede multi pli car matrices de orden n en O(log(n)) pasos.

Utili za (hasta) n* procesadores, aungle esta explicado para elementos de matrices se
puede glicar asubmatrices o bloques.

Un mismo dato de cada matriz A se utilizay por lo tanto se copia en toda una fila de
procesadores, tal como lo muestra la Figura 2.12c), y de forma andloga un mismo dato
de la matriz B se copia en toda una columna de procesadores, y por lo tanto se tienen
numerosos datos repli cados.

Esta claramente orientado a computadoras paralelas con procesadores interconedados
como S estuvieran en una estructura tridimensional, y de hedo esto produwce la
reduccon en la cantidad de cdculos a O(log(n)) y a su vez la replicadén de datos en
varios procesadores.

Estas caaderisticas son similares a las que tiene el método de multi plicadon de matrices
sobre unamalla de arbales de procesadores [82] [98]. De hedho, este método también sigue
laseaencia:

2.

Asignadoéninicial de los n? elementos de cada matriz a n* procesadores o elementos de
procesamiento.

Comunicaddn-Replicadon de los elementos de las matrices para que cada procesador
tenga los datos necesarios para hace las multi plicagones ay xb;.

Suma de los resultados de las multi plicadones para obtener 10s elementos de la matriz
C.

5 Resumen del Capitulo

Los temas mas importantes que se han introducido y/o explicado en este cgpitulo, ademéas
de la definicion misma de la multiplicadon de matrices y la cantidad de operadones
necesarias para su resolucion, son:
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La identificad6n del contexto de las aplicadones de algebra lined, dada por la
biblioteca LAPACK, las operadones béasices incluidas en BLAS y, aln mas
espedficamente, la reladon entre la multiplicaddn de matrices. No solamente la
multi plicadon de matrices es simil ar a resto de las operadones de L3 BLAS en cuanto
a requerimientos de computo y memoria, sino que esta demostrado que todas las
operadones de L3 BLAS se puede implementar en utilizando la multiplicad6n de
matrices.

Lautilizad6n de la multi plicad6n de matrices como benchmark. Si bien es muy actada
su validez en general, si se puede afirmar que es un buen benchmark de todoL3 BLAS.
Ademas, es utilizada para mostrar la cdidad de optimizadon que se puede lograr
cuando se reladona € rendimiento obtenido con e méximo tedrico del hardware
utili zado.

Se describieron los algoritmos paralelos para llevar a acao la multiplicadgon de
matrices en multiprocesadores. En general son sencill os en cuanto a descripcién como
en cuanto a su andlisis tedrico de rendimiento.
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Se describieron también los agoritmos paralelos para multiplicadon de matrices en
multicomputadoras. Normalmente se puede identificar claramente la reladén de cada
algoritmo con la interconexion de procesadores subyacente (en la cua e agoritmo
obtiene su megjor rendimiento). También se describieron las adaptadones del algoritmo
de Fox en particular a las redes de interconexion de procesadores estaticas y
bidimensionales (grillas y toros), que es & que se implementa en la biblioteca
ScaLAPACK.
Todos los algoritmos paralelos comparten caraderisticas comunes relativamente
importantes a nivel conceptual:
« Adoptan e modelo de procesamiento SAVID.
Asumen que los nodas de procesamiento son homogéneos y aprovedan esta
homogeneidad para obtener balancede caga.
Utili zan & procesamiento por bloques para optimizar lajerarquia de memoria de
las computadoras, espedficamente orientados a la optimizaddn en el acceso a
los datos en memorials cade/s.
Se necesita conocer cada uno de estos purntos para, una vez gue se haga la descripcién del
hardware de procesamiento paralelo que proveen las redes locdes, como minimo se pueda
andizar si los agoritmos de computo paralelo para multiplicar matrices son apropiados o
no.
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